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Abstract

After a brief discussion of quantum chemical standard methods (chapter 1) and relativistic
quantum chemistry (chapter 2), in chapter 3 the relativistic effects of properties of atomic
shells are investigated. A detailed analysis of the fractional relativistic corrections of atomic
orbital energies and radii of the atoms no. 1 to 118 shows new relativistic periodic trends. An
explanation of several anomalies of relativistic effects, among them the well known ”gold-
maximum”, is given on the basis of the periodic trends and the appearently unsystematic
atomic ground state configurations.

Forces in molecules, especially by means of the Hellmann-Feynman theorem, are dis-
cussed in chapter 4, where also several formulae are derived, which are used in chapters 5
and 6. Chapter 5 contains a density-functional study of the binding forces in Ny and HCI.
By analyzing the spatial origin of the Hellmann-Feynman forces it is concluded that both
the topology of the molecular deformation density as well as the sharp core polarizations
are approximately equally important to determine the forces.

Relativistic bonding energies and forces of several diatomic gold compounds are ana-
lyzed in chapter 6. The relativistic energy corrections are computed with the help of an
implementation of the nonsingular relativistic perturbation theory DPT into the Amster-
dam density functional program. Several paradox interpretation schemes are applied to
explain the spatial origin of relativistic bond energies and binding forces. Different ma-
thematical formulations create different physical pictures. A ”chemical” interpretation is

preferrable and possible.
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Einleitung

Seit den frithesten Tagen der Quantenmechanik ist bekannt, daf§ die Schrédingergleichung,
die i.d.R. in der theoretischen Chemie als Ausgangspunkt zur Beschreibung von Atomen,
Molekiilen und kondensierter Materie dient, im Prinzip nicht korrekt ist, da sie auf dem
Galileischen Relativitatsprinzip beruht, welches bekanntlich nur fiir Geschwindigkeiten, die
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ sind, gilt. Eine nach heutigen Maflstdben korrekte
allgemein-relativistische Gleichung zur Beschreibung von Mehrelektronsystemen miifite aus
der Quantenelektrodynamik hergeleitet werden und ist bis heute nicht aufgestellt worden.
Eine ndherungsweise Erfassung zumindest der speziell-relativistischen Effekte im Orbital-
modell auf Einteilchenniveau gestattet die Verwendung der sogenannten Dirac-Gleichung,
die zur Berechnung eines Teils der relativistischen Elektronenwechselwirkungseffekte noch
um Zwei-Teilchen-Korrekturen erweitert werden kann. Damit ndhert man sich bei der Be-
schreibung von Atomen und Molekiilen der Realitét vor allem bei Systemen mit hochgela-

denen Kernen wesentlich mehr, als dies mit der Schrédingergleichung moglich ist.

Die relative Bedeutung sogenannter ,,relativistischer Effekte”, d.i. der Unterschied zwi-
schen dem falschen Bild, folgend aus der Losung der Schrédingergleichung, und der Rea-
litat, die in einem korrekt speziell-relativistischen Formalismus wesentlich genauer approxi-
miert wird, ist durch das angestrebte Genauigkeitsniveau definiert. Nimmt man die Fehler,
die von etablierten quantenchemischen Standard-Verfahren wie MP2, Kohn-Sham-DFT,
etc. als Mafistab, so werden fiir Systeme mit Atomen etwa ab der 5. Periode relativisti-
sche Korrekturen bedeutsam, und spétestens ab der 6. Periode so essentiell, dafl mit dem
nichtrelativistischen Formalismus u.U. sogar qualitativ unrichtige Rechenergebnisse und
Interpretationen erhalten werden. Strebt man eine wesentlich héhere Rechengenauigkeit
als mit den genannten oder vergleichbaren Verfahren an, so muf§ der relativistische Forma-

lismus entsprechend schon bei kleineren Kernladungen () verwendet werden.

Die Losung von Gleichungen, die auf dem Dirac-Formalismus beruhen, gestaltet sich

fiir Vielelektronensysteme schwierig, weshalb oft die Verwendung von Né&herungsfor-
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meln notig ist. Die Storungstheorie, die die ,,Relativistik” als Storung zum Schrodinger-
Hamiltonoperator behandelt, hat sich zu diesem Zweck als ein niitzliches Instrument erwie-
sen. Dabei mufl man sich vor Augen halten, dafl eine genaue Beschreibung schweratomiger
Systeme selbst auf nichtrelativistischem Niveau nicht einfach ist. So hat z.B. das PbO-
Molekiil mehr als doppelt so viele Elektronen wie das Benzol-Molekiil, und entsprechend
wichtig (und schwierig) ist die Erfassung der Elektronenkorrelations-Effekte. Die Fehler-
schranken von nichtrelativistischen Rechnungen an solchen Molekiilen sind vergleichsweise
grofl, und es ist wenig lohnenswert, eine solche Rechnung durch einen allzu ausgefeilten
relativistischen Apparat verbessern zu wollen. Sofern die relativistischen Korrekturen noch
nicht allzu grof§ sind, was mit Einschréankungen fiir die Valenzschalen der Atome bis zum
Ende der 6. Periode giiltig ist, kann die stérungstheoretische Erfassung der relativistischen
Effekte schon in niedrigster Ordnung, d.h. O(c™2), ein qualitativ und auch oft quantitativ
angemessen genaues Bild der elektronischen Struktur dieser Systeme vermitteln. Fiir hoch-
genaue Rechnungen an solchen Systemen sind Korrelation und Relativistik auf héherem
Niveau zu beriicksichtigen.

Neben dem Produzieren von méglichst genauen Endergebnissen wie Bindungsenergien,
Kerngeometrien etc. wird die Interpretation des Zustandekommens der spezifischen Zah-
lenwerte oft nur am Rande behandelt. Dies hat vermutlich zwei Griinde: Zum einen gibt
die Quantenmechanik wie die klassische Mechanik zwar eine Antwort im Sinne von: ,,So
ist es in diesem System”, aber keinen Einblick in das Zustandekommen der Verhéltnisse,
d.h. man erhélt keine Antwort auf die Frage nach dem Wirkungsmechanismus der ver-
schiedenen physikalischen Einfliisse, die den Zustand des Systems am Ende bewirken !.
Eine Interpretation der Ergebnisse ist zum Verstédndnis der Zusammenhénge immer notig.
Zum anderen sind schon quantenmechanische Einteilchensysteme, schon klassische Mehr-
teilchensysteme, erst recht aber quantenmechanische Mehrteilchensysteme extrem komple-
xe Gebilde, die sich oft genug nicht geméfl dem ,,gesunden Menschenverstand” verhalten,
da die Wechselbeziehungen in ihnen i.d.R. in einem empfindlich ausbalancierten Gleich-
gewicht stehen und oft héhere Ordnungen eine wesentliche Rolle spielen. Dies erschwert
eine Interpretation von quantenmechanischen Formeln ganz erheblich. Bei dieser Aufgabe

ist wiederum die Storungstheorie ein hilfreiches Werkzeug, da sie den untersuchten Effekt

'Ein bekanntes Beispiel hierfiir ist die chemische Bindung. Dafl gem#f dem Virialsatz bei einem ge-
bundenen Molekiil am Gleichgewichtsabstand die kinetische Energie um einen Betrag ¢ hoher und die
potentielle Energie entsprechend um —2J tiefer sein muf als in den getrennten Atomen, ist beinahe schon
eine triviale Erkenntnis, die Berechnung der entsprechenden Energien liefert aber keinen Anhaltspunkt

dafiir, wie und warum die Bindung nun tatsichlich zustandekommt.
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hierarchisch untergliedert und so eine ,,Ab- oder Rangfolge” von Ereignissen und Effekten

intuitiv nahelegt.

Zwei wichtige Konzepte zur Analyse und Interpretation der chemischen Bindung wer-
den durch die Begriffe Energie und Kraft vermittelt. Insbesondere der Kraft-Begriff ist
ein unmittelbar einleuchtendes Konzept zum Versténdnis des Phédnomens, warum vonein-
ander entfernte Atome eine chemische Bindung eingehen sollten, wihrend die Energie —
obwohl zwar weniger anschaulich — héufig die leichter zu berechnende Gréfie ist und daher
iiblicherweise auch zur qualitativen Erkldrung eines quantenchemischen Phédnomens her-
angezogen wird. Daneben kann als dritte wichtige Grée die Elektronendichte angefiihrt
werden, die als reelle Funktion des dreidimensionalen Raumes ebenfalls eine anschauliche
Bedeutung hat und experimentell routineméfig zur Verfiigung steht. Zudem legt die Elek-
tronendichte alle Erwartungswerte zumindest im Prinzip fest und kann daher als Basisgrofie

der theoretischen Chemie gelten.

Die Zielsetzung dieser Arbeit ist eine Erarbeitung eines tieferen Verstindnisses der
relativistischen Effekte in Mehrelektronsystemen auf der Basis von Energie, Kraft und
Elektronendichte. Zum Erreichen dieser Zielsetzung miissen zwei Bereiche abgedeckt wer-
den: Zum einen ist es notig, die relativistischen Effekte in Atomen und Molekiilen auf
eine Weise zu formulieren, zu programmieren und schlieflich zu berechnen, die fiir eine
detaillierte Interpretation der Ergebnisse geeignet ist, zum anderen miissen die der Inter-
pretation zugrundeliegenden Formeln und die aus ihnen resultierenden Paradoxa analysiert

und verstanden werden.

Zur Erfassung relativistischer Effekte in Atomen stehen seit vielen Jahren numerisch
stabile 4-komponentige Programme zur Verfiigung. Entgegen den Behauptungen der Pio-
niere der Quantenmechanik hat sich bei der praktischen Anwendung dieser Programme
gezeigt, dafl die relativistischen Effekte von ,,langsamen” Valenzelektronen unerwartet grof3
sind und die Chemie der schweren Elemente entscheidend beeinflussen. Wihrend u.A. in
der hiesigen Arbeitsgruppe die Ursache der unerwarteten Groe dieser Effekte schon vor
einigen Jahren aufgedeckt werden konnte, blieb eine Erklarung der Systematik und der
periodischenTrends der relativistischen Valenzschaleneffekte bis heute aus. Da ein Verstand-
nis atomarer Effekte hiufig den ersten Schritt zum Versténdnis der Molekiileigenschaften
darstellt, haben wir der Aufklarung der periodischen und nichtperiodischen Trends relati-

vistischer Effekte in Atomorbitalen ein eigenes Kapitel gewidmet.

Zur Berechnung relativistischer Effekte in Molekiilen hat sich die Verwendung des

Dichtefunktionalprogramms ADF als zweckméfig erwiesen, da Erwartungswerte in die-

vil
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sem Programm i.d.R. durch numerische Integration von reellen Funktionen, wie z.B. der
Elektronendichte, im dreidimensionalen Raum berechnet werden. Dies ertffnet einen bild-
haften Zugang zu den relativistischen Effekten, der gleichzeitig durch ,,harte” Zahlenwerte
unterstiitzt werden kann. In ADF stehen als relativistische Standardmethode Variations-
rechnungen mit dem variationell nicht stabilen Pauli-Operator zur Verfiigung. Daneben ist
die relativ neue variationsstabile ZORA-Methode zwar implementiert, aber noch nicht aus-
reichend getestet und noch in der Entwicklung begriffen, so daf§ die Programmentwickler
insbesondere wegen der recht ausgeprégten Basis-Abhéngigkeit der Ergebnisse die Verwen-
dung der ZORA-Methode mit ADF bis Version 2.3 auflerhalb der Entwickler-Gruppe nicht
empfehlen. Demgegeniiber ist die storungstheoretische nichtsinguldre DPT-Methode vom
theoretischen Standpunkt aus sehr befriedigend und nach der Erfahrung anderer Autoren
nicht sehr vom Basissatz abhéngig, so dafl wir uns entschlossen haben, die DPT-Methode
zur Berechnung von Energien und Elektronendichten O(c™2) in einer spin-gemittelten Ver-
sion in das ADF-Programm zu implementieren. Die Formulierung der DPT-Gleichungen
in einer fiir die Implementierung in ADF geeigneten Form sowie die Demonstration, dafl
die Methode zur Beschreibung der relativistischen Effekte von closed-shell-Systemen mit

Schweratomen geeignet ist, stellt einen weiteren wichtigen Teil dieser Arbeit dar.

Das Kraft-Konzept auf der Basis des Hellmann-Feynman-Theorems spielt in der Er-
klarung der chemischen Bindung eine wichtige Rolle. Auf der anderen Seite ist die
Hellmann-Feynman-Kraft — obwohl auf einer sehr einfachen Formel basierend — auch
im nichtrelativistischen Fall nur schwierig genau zu berechnen. Dariiberhinaus gibt es in
der Literatur zahlreiche sich widersprechende und mifiverstandliche Aussagen dariiber, wel-
che Bereiche im Molekiil und welche Eigenschaften der Elektronendichte fiir das Gleich-
gewicht aus Anziehung und Abstoflung im Molekiil verantwortlich sind. Wir wollen daher
Hellmann-Feynman-Kréfte zunéchst an leichtatomigen Beispielen im nichtrelativistischen
Fall studieren, um diesbeziiglich zu einem klareren Verstédndnis zu gelangen, bevor wir
schliefllich das Hellmann-Feynman-Kraftkonzept und andere Interpretations-Schemata auf
die Interpretation von relativistischen Energie- und Kraft-Effekten bei schweratomigen Sy-

stemen anwenden.

Da zum Versténdnis der relativistischen Effekte in Mehrelektronsystemen sowohl nicht-
relativistische wie auch relativistische Konzepte wichtig sind, sind die allgemeineren theo-
retischen Grundlagen in Kapitel 1 und 2 und in den Anhéngen vergleichsweise ausfiihrlich
behandelt — auch um innerhalb der Arbeit eine moglichst konsistente Formulierung der

Gleichungen zu gewéhrleisten. Der ungeduldige Leser moge dies dem Autor verzeihen.
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Selbstverstandlich konnten trotzdem viele weitere niitzliche chemische Konzepte, physika-
lische Prinzipien etc. nicht erwéhnt werden, um den Umfang der Arbeit in Grenzen zu
halten.

In der folgenden Liste sind die Ergebnisse der Arbeit sowie die hierzu nétig gewesenen
theoretischen Formulierungen mit einem Verweis auf das entsprechende Kapitel in knapper

Form genannt:

e Formulierung der Valenz-Energie im Frozen-Core-Formalismus in einer fiir das ADF-
Programm geeigneten Form, Unterschied zwischen exakter und effektiver Rumpf-
Rumpf-Wechselwirkung: Abschnitt 1.5.8

e Aufstellung von bekannten wund neuen stérungstheorie-basierten paradoxen
Auswertungs-Schemata zur Berechnung und Interpretation quantenmechanischer

Erwartungswerte: Abschnitt 1.6

o Storentwicklung O(c™2) der exakten 1s-, 2s- und 2p-Dirac-Wasserstofforbitale,
Vergleich von exakter und storungstheoretisch DPT- (nichtsinguldr) bzw. Pauli-
Operator- (singuldr) basierter relativistischer Elektronendichtednderung fiir ver-
schiedene Kernladungen: Abschnitt 2.4

e Formulierung der DPT-Gleichungen zur Berechnung von Energie und Elektronen-
dichte O(¢™?) in einer fiir eine Implementierung in das ADF-Programm geeigneten

Form und Beschreibung der Implementierung: Abschnitt 2.7.3

o Aufkldarung der Systematik relativistischer Energie- und Radieneffekte der Orbita-
le in Mehrelektronatomen. Periodische und nichtperiodische Effekte sind mit Ein-
schrinkungen additiv und verursachen z.B. das bekannte ,,Gold-Maximum” der 6s-
Orbital-Stabilisierung/Kontraktion und andere scheinbare Anomalien im Perioden-
system. Fiir Valenzschalen-Effekte konnen einfache Faustregeln formuliert werden:
Kapitel 3

e Ubersicht iiber Bekanntes und weniger Bekanntes zu Hellmann-Feynman-Kriften,
theoretisches zu relativistischen Hellmann-Feynman-Kréften und Energiegradienten,

Kraft-Eichung und Berlin-Diagramme: Kapitel 4

e Studium nichtrelativistischer Hellmann-Feynman-Kréifte an leichtatomigen Mo-
lekiilen. Sowohl die klassische Lehrbuchaussage, dal die Bindungsladung fiir die

anziehenden Kréfte verantwortlich ist, als auch die Aussage mancher Autoren, dafl
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nur unmittelbar kernnahe Elektronendichteeffekte die Kraft beeinflussen, muf3 mo-
difiziert werden. Rumpf-Polarisierung und Topologie der Differenzdichte sind etwa
gleichbedeutend fiir das Kriftegleichgewicht in Molekiilen. Eine rdumliche Analyse
der Hellmann-Feynman-Kraft demonstriert die Groflenordnung der einzelnen Bei-
trage. Zur bequemen und effizienten Darstellung der auftretenden Funktionen in
Form von Hohenliniendiagrammen wurde ein einfach zu bedienenden Graphikpro-

gramm erstellt, das auch anderen ADF-Benutzern zur Verfiigung steht. Kapitel 5

e DPT-Rechnungen an zweiatomigen Goldverbindungen AuX, X = H, Li, F, Cl, Au.
Vergleich der eigenen Daten mit denen anderer Autoren. Die DPT-Methode in
der aktuellen ADF-Implementierung erlaubt eine halb-quantitativ richtige Beschrei-
bung der Bindungsverhéltnisse in den genannten Verbindungen. Hohere Ordnungen
sind beim Au nicht mehr vernachléssigbar, verdndern aber nicht die relativistischen
Trends. Bindungsenergien sind in brauchbarer Ubereinstimmung mit experimentellen
Daten: Abschnitt 6.2

e Detaillierte Analyse relativistischer Elektronendichte-, Energie- und Kraft-Anderun-
gen bei AuX, X = H, Li, F. Verschiedene Auswertungsschemata ergeben parado-
xe Erklarungen. Effiziente storungstheoretische Berechnungsschemata erlauben kein
,,chemisches” Bild auf der Basis relativistischer Elektronendichteinderungen. Die
Erwartungswert-Schemata ergeben eine Korrespondenz der rdumlichen Beitréige zur
relativistischen Energie und Kraft mit entsprechenden relativistischen Elektronendif-
ferenzdichten. Diese Bilder sind z.T. chemisch-anschaulich. Untersuchung promole-
kularer relativistischer Kraftédnderungen und relativistischer ADF-Energiegradienten:
Abschnitte 6.3 - 6.7

Die Ergebnisse eines jeden Kapitels werden dort zu Beginn jeweils referiert.



Einheiten

In den Formeln in dieser Arbeit werden fast ausschliellich sogenannte atomare Einheiten,
abgekiirzt at.E. oder a.u. (fiir atomic unints), verwendet [1]. In at.E. werden insbesondere
der im Coulombschen Gesetz auftauchende Vorfaktor 1/47ey = 1 at.E. sowie die Plancksche
Konstante i = h/2m = 1 at.E. gesetzt. Diese Einheiten sind fiir die quantenmechanische
Behandlung atomarer und molekularer Probleme besonders gut angepafit und bequem zu
verwenden. Wegen der leichteren Vergleichbarkeit mit Arbeiten anderer Autoren werden
in dieser Arbeit in Tabellen und Graphiken meist die in theoretisch-chemischen Artikeln
hiufig verwendeten Einheiten wie A, eV, Debye etc. angegeben. Krifte geben wir in Har-
tree/bohr (= at.E.) oder eV/A an. Die folgende Tabelle zeigt eine Ubersicht mit haufig

verwendeten Einheiten sowie Umrechnungsfaktoren.

Einheit Bezeichnung Umrechnung in géngige andere Einheiten
Lénge bohr, ag 1 bohr ~ 0.52918 A, 1A = 107 m = 100 pm
Energie Hartree, H 1 H~ 27212 eV,

leV ~ 96.49 kJ/mol ~ 23.04 kcal/mol
Wirkung, Drehimpuls & h =27h ~ 6.6262 - 10734 Js
Ladung e e~ 1.6021-1071 C
Dipolmoment 140 fo ~ 2.542 Debye ~ 8.478 - 1073° Cm
Kraftkonstante ko ko &~ 15.57 N/cm ~ 97.18 eV /A?
Geschwindigkeit Vo vy ~ 2.188 - 10 m /s ,

Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 137.036 at.E.
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Einige hiufig verwendete

Abkiirzungen

ADF
AO
CcC
CI
DFT
DG
DGL
DHF
DKS
DPT
FO
HF
HFS
HeFe
KS
MO
MP
PT
QM
QZ
RKF
SCF
SG
TF
WW
X, XC

Amsterdam Density Functional (Programm)
Atomorbital

Coupled Cluster
Configuration-Interaction
Dichtefunktionaltheorie
Dirac-Gleichung

Differentialgleichung
Dirac-Hartree-Fock
Dirac-Kohn-Sham

Direkte relativistische Storungstheorie
First-Order

Hartree-Fock

Hartree-Fock-Slater
Hellmann-Feynman

Kohn-Sham

Molekiilorbital

Mogller-Plesset

Storungstheorie (Perturbation Theory)
Quantenmechanik, quantenmechanisch
Quantenzahl

Relativistischer Korrekturfaktor
Self-Consistent Field
Schrodingergleichung

Thomas-Fermi

Wechselwirkung, z.B. Coulomb-WW
Exchange, Exchange-Correlation (ExCor)
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Haufig verwendete Symbole

Allgemeine Symbole

Griechische Symbole
&5
«

a,

Abkiirzung fiir 9/9,

Differential-Operator-Vektor, Komponenten: 0., 9,, 0,
Quantenmechanische Operatoren
Matrix-Darstellungen von Operatoren, allg. Matrizen
Vektoren, iiblicherweise 3-Vektoren im Raum
Quantenmechanische Vektor-Operatoren

a ist proportional zu b

a ist von der Groflenordnung b

4 x 4-Dirac-Matrizen

Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante ~ 1/137.036
Spin-Funktionen, Wert der Spin-Koordinate o

relativistischer Korrekturfaktor von Erwartungswerten (RKF)
Dichtematrizen i-ter Ordnung
Deltafunktion bzw. Konecker-9
Symbol fiir eine Differenz, z.B. Ap = Elektronendifferenzdichte

ij, auch: relativistische Differenzgréfie

Orbitalenergie, Energie der i-ten Eigenfunktion

Spin-Orbital Nr. ¢

obere Komponenten von Dirac-Spinoren, auch: natiirliches Orbital
untere Komponenten von Dirac-Spinoren, auch: Basisfunktion Nr. ¢
Eichparameter f. Hellmann-Feynman-Kréfte

Slaterdeterminante

zeitunabhéngige Mehrteilchen-Funktion

4-komponentiges Dirac-Spinor-Orbital

Symbol fiir die Wellenfunktion, zeitabhéngige Wellenfunktion

XV



Héufig verwendete Symbole

® Q9 D

&
Lateinische Symbole
B

c

- <SRN n

Elektronendichte

Spin-Koordinate

3-Vektor der 2 x 2-Pauli-Spinmatrizen, Komponenten: 6,,6,,0.
Orts-Orbital, Frozen-Core-Orbital

Grofle des Basissatzes
Lichtgeschwindigkeit
MO-Koeffizienten
Konstante im DFT-Formalismus
Energie, hdufig Gesamt-Energie
Kraft (Force)
Fock-Operator
Kraft-Operatoren
Hamiltonfunktion
Hamilton-Operator
Coulomb- und ,,Austausch”-Integral
Coulomb- und ,,Austausch”-Operator
cartesische Koordinaten x,y oder z von Elektronen bzw. Kernen
héufig: Einteilchen-Operator
Zahl der Elektronen im System
Impulsoperator-Vektor, Komponenten p, py, D,
. von der Ordnung y
Matrixelement der Einteilchen-Dichtematrix in Basisdarstellung
Ladung des Kerns A
Kernabstand A — B
Abstand des Elektrons ¢ vom Kern A
Abstand zweier Elektronen
Uberlapp-Matrixelement, auch: S = metrische Matrix
kinetische Energie
Operator der kinetischen Energie
unitére Transformation
potentielle Energie, auch: Volumen

Operator der potentiellen Energie (meist = V)

Xvi



Kapitel 1

Begriffe und Methoden der

Quantenchemie

In diesem Kapitel werden einige der géingigen Methoden, mit deren Hilfe in der Theo-
retischen Chemie Einzelmolekiile im Vakuum beim absoluten Nullpunkt der Temperatur
i.d.R. im elektronischen Grundzustand berechnet werden, vorgestellt. Diese Ubersicht soll
zum einen die notigen Formeln und Begriffe bereitstellen, die im weiteren Teil der Arbeit
benotigt werden, zum anderen aber auch einen Eindruck vermitteln, auf welchem Wege
man sich iiber zunéchst grobe Naherungsverfahren der ,echten” Losung der Schrédin-
gergleichung eines Mehrelektronensystems annéhert und welcher Rechenaufwand dahin-
tersteckt. Auf eine einfithrende Darstellung grundlegender quantenmechanischer Begriffe
wie quantenmechanischer Zustand, Wellenfunktion, quantenmechanische Operatoren etc.
soll hierbei verzichtet werden. Ebenfalls nicht behandelt werden die sogenannten semiem-
pirischen Verfahren. Breiter Raum wird der Darstellung der Dichtefunktionaltheorie und
ihrer Verbindung zu anderen quantenchemischen Verfahren gegeben, da die Atom- und
Molekiilrechnungen fiir diese Arbeit im Wesentlichen mit Dichtefunktionalprogrammen
durchgefiihrt wurden. Die Ubersicht {iber Methoden der Quantenchemie muB zwangsliufig
oberfliachlich und in ihrer Auswahl willkiirlich bleiben, da eine umfassendere Darstellung
selbst in kompakter Form dicke Lehrbiicher fiillt (z.B. [2-5]). Bei der Darstellung von Lehr-
buchwissen wird auf Verweise zu den Originalarbeiten i.d.R. verzichtet. Der Interpretation
quantenmechanischer Resultate auf storungstheoretischem Niveau ist ein eigener kurzer
Abschnitt gewidmet.



1.1. Operatoren, Zustandsfunktionen und Dichtematrizen

1.1 Operatoren, Zustandsfunktionen und Dichtema-

trizen

Ausgangspunkt dieser Ubersicht soll die nichtrelativistische Schrédingergleichung in Orts-
darstellung fiir ein System aus einer Anzahl von Atomkernen der Ladung ) sowie N
Elektronen der Ladung -1 und der Masse m = 1 in Born-Oppenheimer-Niiherung [6] ! (mit
unendlich groffien Kernmassen) sein. Des weiteren soll auf die Untersuchung des Einflus-
ses externer elektromagnetischer Felder verzichtet werden. In atomaren Einheiten lautet

der nicht explizit von der Zeit abhéngende elektronische Hamiltonoperator fiir ein solches

System
N N N N Kerne Kerne
(SN I IEDIP ISP UL ]
N i j>i 7 i a iA A B>A ABJ
7 ‘;; V;e v:lc

Hierbei wurden die Relativkoordinaten von Kernen und Elektronen verwendet, d.h. es
bedeuten 719 bzw. r;4 den Abstand zweier Elektronen Nr. 1 und Nr. 2 bzw. den Abstand

eines Elektrons von einem Kern A, R p den Abstand zweier Kerne A und B, d.h.
T2 = ‘FI_F2| vy A= |F1_EA| i Rap = |ﬁA_RB| (1.2)

Der Operator V# wirke auf die Orts-Koordinate des Elektrons Nr. i, d.h. V? = 9%/0x? +
0%/0y? + 02 /0z2. Das Auffinden der Losungen U; der zeitabhingigen Schrodingergleichung
(SG)

U,
v, =i%3 1.
= (13)

bzw. fiir stationédre Zustédnde der zeitunabhéngigen SG
Hiy = ;- B (1.4)
mit

U(1,2,...N,t) :¢(1,2,,,,N).67%;Et

'Die Verwendung der adiabatischen Niherung gestattet die Verwendung der Begriffe ,,Molekiilstruktur”
und ,,Potentialfliche”. Im Rahmen der noch weiter einschriankenden Born-Oppenheimer-Naherung werden
Kern- und elektronische Bewegung vollig voneinander entkoppelt und die Kerne als ruhende klassische
Objekte betrachtet.



1. Begriffe und Methoden der Quantenchemie

ist eines der zentralen Probleme der Theoretischen Chemie. Die ,,Variablen” 1,2,... N
symbolisieren dabei die Orts- und Spinkoordinaten des 1., 2. ..., N-ten Elektrons, die
Ausdriicke d1,d2 etc.im Folgenden die entsprechenden Volumenelemente im Orts-Spin-

2 auf das

Raum. Ein besonderes Augenmerk wurde historisch aus praktischen Griinden
Auffinden des Grundzustands, d.h. der Zustands- oder Wellenfunktion v, zur niedrigsten
Energie Ey, gerichtet. Heutzutage sind die Methoden der Theoretischen Chemie weit genug
fortgeschritten, um auch fiir groflere Molekiile energetisch tiefliegende elektronisch ange-
regte Zustdnde mit grofler Genauigkeit zu berechnen und somit auch Aussagen iiber die
Photochemie und -physik solcher Molekiile leisten zu konnen. Die i.A. komplexe elektro-
nische Zustandsfunktion 1) eines stationdren Zustands ist eine Funktion der Koordinaten
samtlicher Elektronen, d.h. fiir ein System aus N Elektronen ist ¥ im Prinzip eine Funk-
tion von 5N Variablen, ndmlich der 3 Orts- und der 2 Spinkoordinaten jedes Elektrons.
Beziiglich der Spinkoordinaten sind jedoch entlang einer Quantisierungsachse fiir Fermio-
nen nur zwei Einstellungen des Spinvektors bei immer gleichem Betrag moglich, so dafl die
Angabe des Vorzeichens der Projektion des Spinvektors auf die z-Achse des Spinraumes
in symbolischer Form, ndmlich « fiir positives Vorzeichen und g fiir ein negatives Vorzei-
chen, ausreichend ist. Formal gibt man daher eine Spinkoordinate ¢ an, deren Wert i%
betragen kann, was in Formeln durch a bzw. 3 symbolisiert werden wird 3. Damit ist die
elektronische Zustandsfunktion 1) eines Systems aus N Elektronen eine Funktion von 4N
Variablen.

Gemifl der statistischen Interpretation der Quantenmechanik 4 gibt die Grofle

— e - * [ — e - — — —
Y(7,01572,02,... ,TN;ON) - (T1,017T27027~~77“N70N)'@T1d01d7“2d02"'d7’1vd01\5
Vv

¥
5, dT

2Wegen des Variationsprinzips, siche auch Anhang A. Es besagt, daf fiir einen nach unten be-
schrinkten Operator H — d.h. falls es einen tiefsten Eigenwert Eo von H mit der normierten Eigen-
funktion o gibt — fiir den Erwartungswert (E) mit einer beliebigen normierten Testfunktion ¢ gilt:
Ey = <1/)0|H' [10) < <1/~J|ﬁ |1/~)), wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn ¢ ebenfalls Eigenfunkti-
on von H zum Eigenwert Ey ist. Das Minimieren von (E) beziiglich einer Variation von 1[) ist eine gingige
Methode zum Auffinden von Niherungslosungen der SG; i.d.R. gelangt man damit zum tiefsten Eigenwert,
d.h. zum Grundzustand. Schliefit man das Erreichen des Grundzustands von vornherein aus (z.B. durch
beabsichtigte oder ungewollte Symmetrieeinschrinkungen), so kann auf diese Weise auch ein angeregter
Zustand berechnet werden — oder es wird im ungiinstigen Fall das gewiinschte Auffinden des richtigen

Grundzustands verhindert.
3o bzw. 8 werden gleichfalls die entsprechenden Spin-Eigenfunktionen genannt. Sie sind proportional

1Vsind - e+i#, wobei ¥ und ¢ die Koordinaten des Spins im Raum sind. Es gilt: (a|a) = (8|8) = 1, (a|B) =
(Bla) = 0.
4sog. Bornsche oder Kopenhagener Deutung



1.1. Operatoren, Zustandsfunktionen und Dichtematrizen

die Wahrscheinlichkeit an, Elektron 1 mit Spin ¢; im Volumenelement dri, Elektron 2 mit
Spin o, im Volumenelement dry etc. anzutreffen. ¢ sei stets als normiert vorausgesetzt,
d.h. die Summe aller Wahrscheinlichkeiten, irgendwo ein Teilchen mit irgendeinem Spin

anzutreffen, sei gerade Eins:
W)= [ar-ver =1

Fiir Fermionensysteme (Spin—%—Teilchen) ist die Zustandsfunktion ¢ beziiglich der Vertau-

schung zweier Elektronenkoordinaten antisymmetrisch (Pauliprinzip), z.B.
¥(2,1,3...N)=—9¢(1,2,3...N)

Dies spiegelt die Ununterscheidbarkeit einzelner Elektronen wieder, da die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit 1* so gegen Permutation der Elektronenkoordinaten invariant ist
5 Die Zustandsfunktion eines Mehrelektronensystems enthilt ausgesprochen viel Infor-
mation. Zur Energieberechnung benétigt man den Hamiltonoperator (1.1), der lediglich
Zweiteilchen-Wechselwirkungen enthélt. Wie z.B. von Lowdin [7] ausfithrlich dargestellt
wurde, ist 1 redundant in Bezug auf Informationen iiber mefibare Eigenschaften des Mo-
lekiils. Wollen wir beispielsweise Erwartungswerte (allgemeiner: Ubergangsmomente) eines

Zweiteilchen-Operators

A=) > ali.j)

i g>i

berechnen, d.h. mit Hilfe von Ausdriicken der Form
(a(1,2)) = (¥ la(1,2) [ ¥)
- /dT 61, 2) 012, N (L2 Ny s

:/d1d2- [d(l’,Q’)-/dS---dN-¢(1’,2’,3,...N)¢*(1,2,3,...N)

1/=1,2/=2

5Aus der Forderung, dafl 11* invariant gegen eine Vertauschung der Elektronenkoordinaten sein soll,

148t sich die Bedingung

$(2,1) = £¢(1,2)

gewinnen. Welches dieser Vorzeichen gerade fiir ein Elektronensystem gilt, ist von Pauli empirisch aus dem
Studium der Elektronenspektren von Mehrlektronenatomen abgeleitet worden. Heute wird das Pauliprinzip
theoretisch aus der relativistischen Quantenfeldtheorie hergeleitet. Bei der Diskussion der Hartree-Fock-
Naherung werden wir sehen, wie man aus der obigen Bedingung die iibliche Formulierung des Pauliprinzips,

daf ein Orbital von hochstens 2 Elektronen entgegengesetzten Spins besetzt werden darf, gewinnt.

4



1. Begriffe und Methoden der Quantenchemie

schreiben, so ist hierzu ,lediglich” die sogenannte Zweiteilchen-Dichtematriz

Iy(1,2']1,2) = (Z) /d3---dN-¢(1’,2’,3,...N) ¢*(1,2,3,...N) (1.5)

notig, nicht die komplette Zustandsfunktion. Der Faktor (];7 ) stellt gerade die Anzahl der

Elektronenpaare in einem N-Elektronensystem dar ©. Der Operator @ soll nicht auf das
Produkt ¥v* als ganzem wirken, sondern nur auf dessen ersten Faktor i, weshalb die
Schreibweise mit den gestrichenen Variablen {iblich ist. Wir vereinbaren, dafl a nur auf die

gestrichenen Variablen wirken soll. Da wegen des Pauliprinzips *

/dz’dj [a@, 5) - /d1d2~--d(z’ 1)d(i+1)---d( —1)d( +1)---dN
(1,2, N (L2, N i i

:/d1d2- {&(1’,2’)-/d3~--dN-w(1’,2’,3,...N)¢*(1,2,3,...N)

1/=1,2/=2

gilt, und damit auch Iy (7', j" |4, j) = Ta(1', 2|1, 2), ist der Erwartungswert des Zweiteilchen-
operators A gleich

(A) = / d1d2- [a(1,2) - To(V, 2'11,2)]1_y 5y (1.6)

Ganz analog erhélt man fiir den Erwartungswert eines Einteilchen-Operators

A= Z&(z’)

1

mit der Einteilchen-Dichtematrix
Fl(l’\l) = N/d2d3-~-dN~w(1’,2,...N) ¥*(1,2,...N) (1.7)

(I'y(¢'|7) = T'1(1]1)) den Ausdruck

() = [ a1 ) T (13)

6Wir folgen mit der Normierung der Dichtematrizen der Konvention von Léwdin. In der Literatur findet

man auch Definitionen ohne weitere Vorfaktoren oder auch zusétzlich noch mit einem Faktor N! [2,5].
"Im ersten Schritt werden die Integrationsvariablen i und j nach ,,1” und ,,2” umbenannt, im zweiten

Schritt dann deren Reihenfolge in ¢ und v¢* vertauscht.

5



1.1. Operatoren, Zustandsfunktionen und Dichtematrizen

Die Elektronendichte p(7) ist die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron (ohne vorgegebenen
Spin) im Volumenelement 7+ di zu finden. Mit Hilfe der Einteilchen-Dichtematrix 148t

sich dies leicht schreiben als

o) = [ don )y = [doy [armrpy 5071
=I'(7|7) (1.9)

d.h. die Elektronendichte kann als Diagonale der (spinfreien) Einteilchen-Dichtematrix an-

gesehen werden. Die Paardichte
P(Fl,FQ) :/d01d02~F2(1,2]1,2) (110)

ist in dquivalenter Weise gleich der ,,Diagonalen” der Zweiteilchen-Dichtematrix. Die In-
tegration mit der Dirac’schen J-Funktion ist hierbei die formale Schreibweise fiir das auch
schon weiter oben eingefiihrte Gleichsetzen von gestrichener mit ungestrichener Koordi-
nate. Wegen der Ununterscheidbarkeit der Elektronen ist es auch in diesem Fall egal,
iiber welche der Elektronenkoordinaten nicht gemittelt wird. Die spinfreien Dichtematri-
zen Ty (7" |7), To(7], 75|71, 72) etc. werden, wie oben die spinfreie Elektronendichte, durch
Integration der entsprechenden Dichtematrizen {iber sdmtliche Spinkoordinaten erhalten.

Die wvolle Dichtematrix bzw. Dichtematrix N-ter Ordnung bzw. N-Teilchen-
Dichtematrix ist gegeben durch

n(1,2,...N'|1,2,...N) = (1, 2,.. . N)¢*(1,2,...N)

Dies ist gerade die Orts-Spinraum-Darstellung des Dichteoperators

A

I =) (]

des (reinen) quantenmechanischen Zustands |¢), dessen Orts-Spinraum-Darstellung die
Orts-Spin-Wellenfunktion (1,2, ... N) ist:

¥(1,2,...N)=(1,2,... N [¢)
Es gilt daher
Cy(1,2,...N'"|1,2,...N) = (1",2/,...N'|[9)){¢|1,2,...N)

6



1. Begriffe und Methoden der Quantenchemie

Die Berechnung des Erwartungswertes eines Operators A kann in dieser Schreibweise als
Spurbildung einer Matrix (bzw. hier eines Tensors 2N-ter Stufe), der Orts-Spinraum-

Darstellung von AT, gedeutet werden: 8

(A) = /dr- [A(l’,Q’...N’)w(l’,Q’,...N’) w*(1,2,...N)]
= SP(AFN)

1'=1,2/=2,...N'=N

Die Spur des Dichteoperators selbst ist wegen der vorausgesetzten Normierung von v gleich
eins, die Spur von I'y gleich N etc.
Die Energie des Systems, das durch den Hamiltonoperator (1.1) beschrieben wird, kann

mit Hilfe der Ein- und Zweiteilchen-Dichtematrizen allein formuliert werden:

= (Y| H ) (1.11)
sp(H T'y)

/d1d2 HF2(1’ 21, 2)}

1/=1,2'=2

/ Tr1 1 \1)} /d1d2~ [VQGFQ(LQH,Q)} 4 Exe + By
/=1
= (TF ) /d?“ld?“g P(’I?l,’l?g) 7’12 /d’l“l ( 1) 'VNel +Enuc

Da H die Spinkoordinaten nicht explizit enthélt, konnte in der letzten Gleichung iiber die
Spinkoordinaten integriert werden Der verlockenden Moglichkeit, statt der vollstdndigen
Zustandsfunktion ¢ (iiber die Losung der Schrodingergleichung) lediglich die Zweiteilchen-
Dichtematrix I's berechnen zu miissen, von der man fiir die Energieberechnung nur
die Diagonalelemente benotigt und aus der die Einteilchen-Dichtematrix durch Integra-
tion zugénglich ist, stellen sich in der Praxis jedoch Probleme entgegen. Zum einen
ist es notig, dafl der berechneten Zweiteilchen-Dichtematrix eine elektronenkoordinaten-
permutationsantisymmetrische Zustandsfunktion zugrunde liegt. Man sagt: I'y ist V-
reprasentabel. Zur Zeit sind die hinreichenden Bedingungen nicht in einfach handhabbarer
Form bekannt, unter deren Voraussetzung eine Zweiteilchen-Dichtematrix N-reprisentabel
ist. Fiir die Einteilchen-Dichtematrix ist dieses Problem gelost. Notwendige und hinrei-

chende Bedingung fiir die N-Représentabilitdt einer Einteilchen-Dichtematrix ist, dafl ihre

8Bei Operatoren wird auch in der Lehrbuchliteratur i.d.R. nicht durch die Schreibweise unterschieden,
ob mit A der abstrakte Operator im Hilbertraum oder seine Darstellung im Orts- oder Impulsraum etc.

gemeint ist. Fiir die Zustandsfunktion verwendet man normalerweise unterschiedliche Symbole, etwa |1),

Y(7), oder ¥(p).



1.2. Das Hartree-Fock-Verfahren

Eigenwerte n;, die Besetzungszahlen ihrer Eigenvektoren, der sogenannten ,natiirlichen
Orbitale” ? ; mit

[ ri e =en

im Bereich zwischen 0 und 1 liegen. Ausgedriickt in den natiirlichen Orbitalen ist die

Einteilchen-Dichtematrix !°

L) = 3 (1)t (1) (112)

und die Elektronendichte ist ebenfalls ein besonders einfacher Ausdruck (die Diagonale von
(1.12)). Zum anderen muBl auch eine Korrespondenz der berechneten Elektronendichtever-
teilung mit dem Molekiilpotential V.. + Ve + Viue bestehen, man sagt: die Dichte bzw.
die Dichtematrizen sind V-représentabel. Die hinreichenden Bedingungen fiir V'-Reprisen-
tabilitdt sind noch nicht bekannt, wohl aber einige notwendige Bedingungen. Mit noch
zu besprechenden quantenchemischen Standard-Verfahren berechnete Elektronendichten
erfiillen diese Bedingungen. Ausfiihrliche Details zu den in diesem Abschnitt eingefiihrten
Begriffen finden sich z.B. bei [2,4,7,8].

1.2 Das Hartree-Fock-Verfahren

Die Schrodingergleichung (SG), GL. (1.4), 148t sich nur fiir wenige Einteilchen-Systeme ana-
lytisch l6sen. Hierzu gehoren viele eindimensionale Probleme, an denen sich die typischen
Eigenschaften von quantenmechanischen Zustandsfunktionen relativ leicht studieren las-
sen, das Wasserstoffatom und — als einziges Molekiil — das Wasserstoffmolekiilion Hj mit
festgehaltenen Kernen, dessen Eigenfunktionen sich allerdings schon nicht mehr geschlos-

sen angeben lassen. Fiir Systeme mit mehr als einem Elektron 148t sich die SG wegen des

9Die Eigenfunktionen des Zweiteilchen-Dichteoperators heifien dementsprechend ,,natiirliche Gemina-
le”. Ein Orbital ist eine Ein-Elektronenfunktion, ein Geminal eine Zwei-Elektronenfunktion. Der Begriff
Orbital stammt vermutlich urspriinglich von den ,,Orbits” des Elektrons im Wasserstoffatom und fiihrt
wegen der Suggestion einer ,,Bahn” bzw. eines fest umrissenen Aufenthaltsraumes hiufig zu seltsamen
Vorstellungen beispielsweise in Schulbiichern. Nur bei Einelektronensystemen (z.B. dem H-Atom) gilt

,,Orbital=Zustandsfunktion” und ,,Quadrat der Wellenfunktion=Elektronendichte”
0Der folgende Ausdruck dhnelt nicht zufillig dem Ausdruck fiir die Einteilchen-Dichtematrix im Hartree-

Fock-Formalismus: die mit einer Ein-Determinaten-N#herung berechneten Spin-Orbitale sind gerade die

natiirlichen Orbitale auf diesem Rechen-Niveau mit der Besetzungszahl 1.
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V..-Terms in (1.1) nicht in Einteilchen-Gleichungen separieren. Der Rechenaufwand fiir
eine numerische Integration der SG auf einem 3 N-dimensionalen Gitter wiirde daher ex-
ponentiell mit der Zahl der Elektronen anwachsen. Obwohl numerische Integrationen von
Differentialgleichungen (DGLen) in drei Dimensionen heute mit Standardverfahren (z.B.
Finite Elemente-Methoden in den Ingenieursdisziplinen) durchgefiihrt werden, wiirde eine
,,brute-force”-Losung der vollen SG in allen Dimensionen selbst fiir kleine Systeme schnell
zu aufwendig. Problematisch sind auch die Singularitéiten der SG in den Coulombpotentia-
len, die zu numerischen Instabilitéten fithren konnen. Die ,,Losung” der SG beschréankt sich
daher in der Praxis auf die Berechnung einer im Prinzip beliebig guten Naherungslosung.

Der einfachste Ansatz ist sicherlich das Weglassen der problematischen FElektron-
Elektron-Wechselwirkung Vee. Der Hamiltonoperator eines solchen nichtwechselwirkenden

Quasi-Elektronen-Systems ohne V.. kann in der Form
N
H=> hi+ Vo + Ver
i=1

Kerne QA

TiA

ho— —Lgz

| —

A

geschrieben werden, wobei die Elektronen-Wechselwirkung durch ein effektives zeitun-
abhéngiges Elektronenwechselwirkungspotential V. simuliert werden soll. Aus der Theorie
der DGLen (z.B. [9]) ist bekannt, daf eine DGL vom Typ

stets eine Losung von der Art !

¥(1,2,...N) = H@(z’) (1.13)

hat, falls der Differentialoperator D additiv variablensepariert ist, d.h. in der Form

~

D(1,2,...N) =) Dy(i) (1.14)

UTm Falle von Entartung (etwa Permutationsentartung identischer Teilchen) ist statt (1.13)
>, ¢ [1; @ui(i) zu schreiben, wobei in einfacheren Fillen die Koeffizienten ¢, durch die die Entartung

verursachende Symmetrie schon vollstdndig festgelegt sein kdnnen.
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geschrieben werden kann. Dies ist fiir den Hamiltonoperator des Quasi-Elektronensystems
offensichtlich der Fall, d.h. ¢ wéire vom Typ einer Produktfunktion (1.13) aus Ein-
Elektronenfunktionen — sogenannten Orbitalen. Dies ist ein aus der Wahrscheinlichkeits-
rechnung bekanntes Ergebnis: wenn die Wahrscheinlichkeiten (hier Aufenthaltswahrschein-
lichkeiten iiber ¢¢;) mehrerer Ereignisse unabhéngig voneinander sind, ist die Gesamt-
wahrscheinlichkeit das Produkt der Wahrscheinlichkeit der Einzelereignisse. Fiir ein System
von mehreren Elektronen ist dies nicht der Fall, da wegen der expliziten Abhéngigkeit des
elektronischen Coulombpotentials V.. von den Koordinaten aller Elektronen die Wahr-
scheinlichkeit, ein Elektron an einem bestimmten Ort zu finden, explizit davon abhéngt,
wo sich die anderen Elektronen zu diesem Zeitpunkt befinden. Daher haben wir den Begriff
,,Quasi-Elektronen” fiir ein System von Teilchen der Masse m. = 1 a.u. und der Ladung
—1 verwendet, deren Bewegungen nicht miteinander korreliert sind. Wir werden diesen Be-
griff in Abschnitt 1.5.4 noch einmal im Zusammenhang mit den Kohn-Sham-Gleichungen
verwenden.

Wir betonen an dieser Stelle, dafi eine einfache Produktfunktion vom Typ (1.13), evtl.
in geeignet symmetrisierter Form, unter keinen Umstdnden die exakte Mehrelektronen-
Wellenfunktion eines Mehrelektronsystems darstellen kann, da die ,,Bewegungen”, d.h.
die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten, der Elektronen in Wirklichkeit miteinander korreliert
sind. Insofern man innerhalb eines vereinfachten Bildes arbeitet, in dem sich die Elektronen
unabhéngig voneinander in einem mittleren Potential V.g bewegen, kann die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit eines Elektrons durch eine einfache Ein-Elektronenfunktion ¢, einem
sogenannten Orbital, mittels ¢*¢ beschrieben werden. Dies nennt man auch das Orbital-
Modell oder Modell der unabhdngigen Teilchen.

Die Spin-Orbitale sind selbst wieder Produktfunktionen aus einer Orts- und einer Spin-
funktion, falls Einelektronen-Operatoren BZ den Spin nicht explizit enthalten und daher
ebenfalls als Orts-Spin-variablensepariert aufgefafit werden kénnen. Mit anderen Worten:
wo ein Elektron zu finden ist, hdngt nicht vom Spin ab. Die Ortsfunktionen ¢ werden auch

Orts-Orbitale genannt.

¢i(i) = &(73) - si(03) ; s = aoder 3 (1.15)

Das sogenannte Hartree-Produkt (1.13) erfiillt jedoch das Pauli-Prinzip nicht. Versuchen
wir, aus (1.13) die Elektronendichte p(7) durch Integration iiber alle Koordinaten aufer
einer Ortskoordinate 7; zu berechnen, so hédngt p offensichtlich von der Wahl von ¢ ab,
da die einzelnen Elektronen im Orbitalbild (1.13) voneinander unterscheidbare Teilchen

sind. Wegen der geforderten Ununterscheidbarkeit der Elektronen liegt es daher nahe, das

10



1. Begriffe und Methoden der Quantenchemie

Produkt (1.13) in geeigneter Weise so zu symmetrisieren, dal p unabhéngig von ¢ immer
die gleiche GroBe ergibt. Von Slater [10] wurde 1930 vorgeschlagen, eine antisymmetrisierte

Produktfunktion als Determinante zu schreiben, d.h.

o1(1)  @a(1) -+ on(1)

-~ _ 1] ai(2) ¢a(2)
Vv O(L2,...N)=|¢1 - on| =/ : ' ' (1.16)
SymbOhSChe ¢1 (N) ¢2(N) L. ¢N(N)
Schreibweise

Beziiglich der Wahl des Vorfaktors siehe S.13. Eine Vertauschung der Koordinaten zweier
Elektronen bedeutet das Vertauschen zweier Zeilen in der Determinante, wobei diese be-
kanntlich ihr Vorzeichen umkehrt. Sind die Einelektronenfunktionen — im Folgenden wird
der Begriff Orbitale verwendet — auf Eins normiert, so ist es auch die Determinante mit
ihren N! Summanden. Auf dem Orbital-Niveau hat die Beriicksichtigung des Pauliprinzips
in dieser Form noch eine weitere Konsequenz: man benotigt in der Determinante N ver-
schiedene Orbitale, da sonst zwei Spalten gleich und die Determinante damit Null wére.
Man sagt: ,,Alle Elektronen miissen sich in mindestens einer Quantenzahl (z.B. fiir den
Spin oder fiir rdumliche Symmetrien oder fiir die Nr. des Energieniveaus) unterscheiden”.
Fiir jedes Orbital ¢ kommt im Spin-Anteil eine der beiden Spinfunktionen, a oder 3, in
Betracht; daher benotigt man mindestens N/2 verschiedene Ortsfunktionen &, um eine
von Null verschiedene antisymmetrisierte Produktfunktion vom Typ (1.16) aufzubauen.
Auf diesem Niveau lautet also das Pauliprinzip: ,,Jedes Ortsorbital kann hochstens von 2
Elektronen ,,besetzt” werden”.

Wir merken noch an, daf§ eine Determinante hdufig nicht ausreicht, um eine beziiglich
weiterer Symmetrien korrekte antisymmetrische Mehrteilchen-Zustandsfunktion fiir einen
bestimmten elektronischen Zustand aufzubauen. Fiir sogenannte open-shell-Systeme 12
wird selbst fiir den einfachsten Typ von Rechnung i.A. eine Linearkombination von Sla-
terdeterminanten gebraucht, deren Koeffizienten mit Hilfe der Charaktere der irreduziblen
Darstellungen der Permutationsgruppe aufgefunden werden kénnen. Zu Details siehe [11]
und Anhang C. Die Erzeugung einer permutationsantisymmetrischen Funktion aus einer

einfachen Produktfunktion kann z.B. durch Anwendung des Symmetrieprojektors (C.5)

12 Open-shell-Systeme sind per Definition solche, bei denen mehr als N/2 Orts-Orbitale £ benotigt wer-
den, sei es wegen ungeradem N oder weil schon auf niedrigstem Niveau N/2 Ortsfunktionen nicht ausrei-
chen, die korrekte Orts-/Spin-/Permutations-Symmetrie einer geniherten Wellenfunktion im Orbitalbild

darzustellen.

11



1.2. Das Hartree-Fock-Verfahren

der total-antisymmetrischen irreduziblen Darstellung der N-dimensionalen Symmetrischen
oder Permutations-Gruppe auf die Produktfunktion erfolgen. Diese symmetrieadaptierte
Produktfunktion (SAF) 148t sich dann als Linearkombination von Determinanten, die aus
den Orbitalen gebildet werden konnen, schreiben. Eine solche Mehrdeterminantenfunktion
ist von der noch zu besprechenden CI-Entwicklung zu unterscheiden, bei der die Energie
bzgl. der Koeffizienten einer Linearkombination von Determinanten bzw. SAFen minimiert
wird.

Es ist von Determinanten bekannt, daf} sie ihren Wert nicht verdndern, wenn man
zu einer Spalte ein vielfaches einer anderen Spalte hinzuaddiert. Dies bedeutet, dafl eine
Determinanten-Zustandsfunktion invariant gegen eine Linearkombination der Orbitale ist.
Anders ausgedriickt: die Orbitale sind als Basisfunktionen |¢;) eines Unterraumes des Hil-
bertraums von Zustandsvektoren aufzufassen. Die physikalische Losung des Problems wird
jedoch nicht durch die Wahl einer speziellen Basis repréasentiert, sondern durch eben diesen
Hilbert-Unterraum. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit der Losung, aber zur erhebli-

chen Vereinfachung aller Rechnungen kann daher stets die Orthonormierung der Orbitale,
d.h.

(6] 85) = / a1 6 (1) (1) = 6, (1.17)

gefordert werden. Selbst durch diese Wahl sind die Orbitale aber immer noch bis auf eine
unitére Transformation mehrdeutig, da eine solche Basis-Transformation die Orthonormie-
rung der Basis erhilt. Dies wird spéater bei der Herleitung der Hartree-Fock-Gleichungen
ausgenutzt, um die N Gleichungen zu entkoppeln, und spielt auch fiir die Erzeugung von
sogenannten lokalisierten Orbitalen eine grofie Rolle, s.z.B. [12].

Die Tatsache, dafl im richtigen Hamiltonoperator (1.1) fiir ein Mehrelektronensystem
eben doch eine nicht separierbare Kopplung der elektronischen Koordinaten vorliegt,
schliefit, wie schon erwahnt, von vornherein aus, daf§ ein einfacher Produktansatz geméafl
(1.16) tatséchlich eine Losung der SG (1.4) sein kénnte. Das Variationsprinzip stellt aber
sicher, da} der Energieerwartungswert der Determinantenfunktion eine obere Schranke
des tiefsten Eigenwertes von H darstellt. Eine Variation von (1.16) zur Minimierung de-
ren Energieerwartungswertes ist daher der néchste logische Schritt zur Bestimmung einer
Néherungslosung der SG. Zunéchst ist daher der Energieerwartungswert einer Slaterdeter-

minante mit dem Hamiltonoperator (1.1) zu berechnen.

<E>:/d7—'|¢1"'¢N|*ﬁ |1 - - O
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Dies ergibt proportional N!? viele Summanden. Wegen der geforderten Orthonormierung
der Orbitale ergeben aber die meisten Terme keinen Beitrag zu (E). Z.B. verschwinden alle
Terme, in denen H nicht auf die Koordinate i wirkt, und in den beiden Produktfunktionen
sich die Orbitale der i-ten Elektronenkoordinate unterscheiden. Weiterhin sind viele Sum-
manden gleich, weil H , U und ¥* permutations-symmetrisch bzw. -antisymmetrisch sind.
Wir haben drei Fille zu untersuchen (siche z.B. [3]):

e Terme ohne Elektronenkoordinaten (,,Null-Elektronen-Operatoren”): Vie
Von den N!? Termen (je N! rechts und links vom Operator im Erwartungswert) erge-
ben nur solche einen Beitrag, bei denen die Reihenfolge der Orbitale gleich ist. Dies
ergibt insgesamt N! Summanden. Wegen der Normierung der Orbitale ergibt jeder
Summand bei Integration gleich Eins. Der Vorfaktor 1/4/N! vor der Slaterdetermi-

nante stellt daher gerade deren korrekte Normierung sicher. Es ist

Kerne Kerne
~ 1 Z Z QaQp
<Vnuc> = Vnuc =3 (118)
24 B#A Rap

~

e Ein-Elektron-Operatoren: 7' + Vi, = Zf\il h;
Auch hier verbleiben nur i- N! Terme, in denen die Reihenfolge der Orbitale die gleiche
ist, da beim Vertauschen zweier Orbitale immer mindestens ein Faktor im Summand
Null ist, auch wenn h; auf eines der Orbitale wirkt. In jedem der ¢ - N! Summanden
kann anschlieend iiber sémtliche restlichen Elektronenkoordinaten aufler i integriert
werden. Da die Reihenfolge der restlichen Orbitale dabei vollig egal ist, ergibt dies je
(N —1)! gleiche Terme vom Typ 1/N!S7N Zjvzl [ di-¢} (i)hs; (7). Da die Benennung

der Integrationsvariablen beliebig ist, erhélt man im Ergebnis

i) = S Y [ gwie,m = Yoh,
mit
h= —%V(l)Q - iﬁ (1.19)

Setzt man den Ein-Elektron-Operator gleich 6(i — ¢'), d.h. man integriert ¢)* iiber

13



1.2. Das Hartree-Fock-Verfahren

jeweils alle aufler einer Elektronenkoordinaten und summiert iiber diese, so erhélt
man mit der gleichen Argumentation vor der Integration iiber die letzte verblei-
bende Koordinate den Ausdruck fiir die Elektronendichte der Ein-Determinanten-

Zustandsfunktion:

p(1) = 0i(1) ¢ (1) (1.20)

Analog ist die Einteilchen-Dichtematrix eines Zustandes, der mit einer Slaterdeter-

minante beschrieben werden kann, durch

DY) = Y 61) 611 (1.21)

gegeben. Die ,,Besetzungszahl” der Spin-Orbitale ist fiir Ein-Determinanten-
Funktionen stets Eins; diese sind in dieser N&herung die natiirlichen Orbitale
des Systems. Sogenannte leere oder virtuelle Orbitale sind Artefakte einer noch zu
besprechenden Basissatz-Entwicklung des Molekiilproblems, die in Abschnitt 1.3
besprochen wird. Sie sind eine beliebige Basis fiir das Komplement des Hartree-Fock-

Hilbertunterraums.

e Zwei-Elektronen-Operatoren: V,, = 70 Zj\;z é
Durch analoge (wenngleich kompliziertere) Uberlegungen wie oben, die wir nicht im

einzelnen darlegen wollen, erhélt man

(SIS =3 S - Ky) (1.22)
mit
Ty = (adon) = [ a1 :0652)=6,2) - ou(1) (1.23

= (ijllu) = lie] 5]
Coulomb-Integrale (Pople- bzw. Mulliken-Schreibweise)
. 1
Ky = (alfilon) = [ d1d2-6;(1)65(2) = 0i(2) - o1 (1.24)
= (igllgi) = [ 177

Exchange-Integrale (Pople- bzw. Mulliken-Schreibweise)

14
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Zur Definition der J;, K; siehe (1.29¢),(1.29d). Bzgl. des Begriffes Exchange siehe
Fufinote 3. Wegen

ist

ZZ (/A ZJ ZZ ij z'j (1.25)

i J>1
Ersetzt man in (1.22) die = durch 1- und integriert nicht iiber die Koordinaten des er-
ij
sten und zweiten Elektrons, so erhéilt man gerade den Ausdruck fiir die Zweiteilchen-
Dichtematrix, wenn noch die Koordinaten der nicht konjugiert-komplex genommenen
Orbitale gestrichen werden:

Ty(1,2[1,2) ZZ (167 (1) 6;(2)¢5(2) — ¢:(2)97 (1) 6;(1')95(2)]

[\DlH

[C2(1[1) Ty (212) — T2 (21) Ty (1]2)] (1.26)

T, (1']1) Th(1)2)
Ty(2]1) T (2)2)

N~ N =

Fiir Slaterdeterminanten reicht daher die Berechnung der Einteilchen-Dichtematrix
vollig aus, um Erwartungswerte von (Null-, Ein und Zweiteilchen-, aber auch al-
len anderen) Operatoren bestimmen zu konnen. Die Einteilchen-Dichtematrix ist
fiir Ein-Determinanten-Zustandsfunktionen die Basisgrofie, mit der alle nétigen Be-
rechnungen durchgefiihrt werden kénnen. Allgemein lassen sich fiir solche v die k-
Teilchen-Dichtematrizen dquivalent zu (1.26) in Form einer k x k-Determinante aus

Einteilchen-Dichtematrizen schreiben [2,7].

13Der Begriff ,,Exchange” stammt daher, da8 in den betreffenden Ausdriicken gegeniiber den Coulomb-

Termen J die Orbital-Indices vertauscht sind. Der Begriff ,, Austausch-Wechselwirkung” oder ,,Austausch-

Energie” suggeriert jedoch, dafl zwischen den Elektronen irgend etwas ausgetauscht wiirde (womdoglich

irgendwelche ,,Austausch-onen” oder ,,Exchangeons”, vermutet der Autor), so dafl in diesem Text be-

wuBt der englische Begriff verwendet wird. Im Lehrbuch von Schmidtke [13] wird etwa von einer ,,typisch

quantenmechanischen Austauschwechselwirkung” gesprochen, die im Gegensatz zur Coulombwechselwir-

kung kein klassisch-physikalisches Analogon habe. In &hnlicher Weise verwenden Haken und Wolf [14]

oder auch Schmidt und Weil [15] den Begriff ,,Austausch”. Man sollte im Deutschen vielleicht besser von

,» Vertauschungs-Term” sprechen, der das (auch klassisch) falsche Bild von einer Ladungswolke korrigiert.
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1.2. Das Hartree-Fock-Verfahren

Wir erhalten endlich fiir den Energieerwartungswert der Determinantenfunktion (1.16):

N N N
(E) = Vnuc+zhii+%zzuij - Kij) (1.27)
i=1 i=1 j=1
Die ,,Besetzung” der Spin-Orbitale ist jeweils 1; die Information, ob der Spin-Anteil o oder
0 sei, ist durch den Spin-Orbital-Index gegeben.

Der erste Term in (1.27) ist die Kern-Kern-AbstoBung, der zweite Term enthélt die
kinetische Energie der Elektronen und die Kern-Elektron-Anziehung, der dritte Term
in (1.27) berticksichtigt die in Form eines effektiven Potentials gemittelte Elektron-
Elektron-Abstoflung unter spezieller Beriicksichtigung der Ununterscheidbarkeit der Elek-
tronen und des besonderen Verlaufs der Elektronen-Paarkorrelationsfunktionen durch Ein-
fluB des Pauli-Prinzips.!* Wir bemerken noch, dafi durch die Umformung (1.25) eine
Selbst-Wechselwirkung jedes Elektrons mit sich selbst eingefiihrt wird, die gerade durch
einen Selbst-Exchange wieder korrigiert wird. Echte Ladungswolken haben eine Coulomb-
Selbstabstoffung, nicht aber die punktférmigen Elektronen. Die ,,richtige” Darstellung des
Sachverhalts ist also auf der linken Seite von (1.25). Durch den mathematischen Trick wird
am Ergebnis nichts verédndert, wohl aber eine andere Interpretation der Formeln suggeriert
und eine rechentechnisch bequemere Auswertung ermdoglicht. In Abschnitt 1.6 werden wir
solche Probleme etwas ausfiihrlicher erlautern.

Von Fock wurde 1939 eine Methode zur ndherungsweisen Losung der SG vorgeschlagen
[17], die auf der Minimierung des Energicerwartungswertes (1.27) einer Ein-Determinanten-
Zustandsfunktion beziiglich der Orbitale ¢ beruht, d.h. es sollen auf diese Weise diejenigen
Orbitale bestimmt werden, die die mit einer solchen Funktion tiefstmogliche Energie liefern.
Man hoftt, auf diese Weise eine Zustandsfunktion zu erhalten, die der richtigen Losung der
SG moglichst dhnlich ist. Dieses Naherungsverfahren wird Hartree-Fock- (HF-)Methode
genannt. Die zugrundeliegende Idee ist, daf} jedes Elektron eine Abstoflung durch die restli-

Die hiufige Betonung, dafl der sog. Coulomb-Beitrag zur Energie klassisch deutbar sei als AbstoBung
eines Elektrons mit den Ladungswolken der anderen Elektronen, soll hier nicht wiederholt werden. 1. sind
Elektronen punktférmige Teilchen, so dal man gerade eben nicht von Ladungsverteilungen ausgehen kann
— ein Korrekturterm ist daher selbstverstdndlich, insbesondere da sonst jedes Elektron mit seiner eigenen
Ladungswolke wechselwirken wiirde (was eben Ladungsverteilungen im Gegensatz zu Punktladungen ja
auch tun); und 2. sind Elektronen auf ihre spezielle Art un-unterscheidbar, was sich im Pauli-Prinzip
manifestiert. Die besondere Art des gegenseitigen Sich-Ausweichens von Elektronen mit gleichem Spin
miifite in einer klassischen Behandlung im Rahmen der aus der statistischen Thermodynamik bekannten
Paarkorrelationsfunktionen beriicksichtigt werden. In diesem Sinne ist der Austausch-Term genauso viel

oder wenig klassisch deutbar wie der Coulomb-Term. Siehe hierzu auch [16].
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chen Elektronen erfihrt, die man hofft, mit einem gemittelten elektronischen Abstofungs-
potential in der Weise beriicksichtigen zu konnen, dafl ein gendherter Hamiltonoperator,
der dieses gemittelte oder effektive Potential yeft enthélt, additiv variablensepariert und

von der Form

N
Freff — Z <;li i Vieff)
i=1

ist und die Elektron-Elektron-Abstolung nicht explizit enthélt. Die antisymmetrisierten Ei-
genfunktionen dieses Hamiltonoperators konnen als Slaterdeterminante geschrieben werden
15 Die Vorstellung ist nun, dafl die geniiherte Ein-Determinanten-Zustandsfunktion und
die echte Losung der SG sich um so mehr gleichen, je besser die f/fff die elektronische
Abstoflung simulieren und desto nidher der Energieerwartungswert der Slaterdeterminante
an der richtigen Energie liegt. Dies ist auch eine Frage, welches System mit dieser Methode
berechnet werden soll: insofern die chemischen Eigenschaften des Molekiils im Wesentlichen
durch das Pauli-Prinzip bestimmt werden, kann man es mit dem HF-Verfahren bei nicht zu
groflen Atomabstéinden meist qualitativ, oft auch quantitativ ganz gut beschreiben. Spielt
die Elektronenkorrelation, die durch die 1/7;;-Terme im Prinzip explizit beriicksichtigt wer-
den muf}, in dem betreffenden System eine grofie Rolle fiir das chemische Verhalten, so ist
die HF-Néaherung eine schlechte Losung. Dies ist besonders bei grofleren Atomabstédnden
oft der Fall, wo die HF-Funktion ein vollig falsches Dissoziationsverhalten liefert 6. Auf der
anderen Seite ist die HF-Zustandsfunktion i.d.R. ein guter Startpunkt fiir verbesserte Ver-
fahren und die Verfiigharkeit von HF-Rechenergebnissen hat die Entwicklung theoretisch-
chemischer Methoden deutlich vorangetrieben. Auch die Dichtefunktionalmethoden sind
— wie wir noch sehen werden — eng mit der HF-Methode verwandt und bei der Erstel-
lung von Dichtefunktionalprogrammen konnte von den Erfahrungen mit HF-Rechnungen
profitiert werden.

Das Ziel ist also, die Energie (1.27) beziiglich einer Variation der Orbitale zu mini-
mieren. Eine wichtige Nebenbedingung ist die Orthonormierung (1.17) der Orbitale, da

ansonsten die einfache Energieformel nicht korrekt ist. Dies wird am einfachsten nach der

15Es sei dabei vorausgesetzt, dafl die Orts-Spin-Permutations-Symmetrie des Systems iiberhaupt mit

einer Determinante wiedergegeben werden kann. Dies ist bei sogenannten closed-shell-Molekiilen der Fall.
16Die Dispersions-Wechselwirkungen, die bei groBen Kernabstinden die Anziehungskrifte darstellen,

beruhen ja gerade auf der korrelierten ,,Bewegung” der Elektronen entfernter Atome. Dariiberhinaus ist
aber der (meist open-shell-) Zustand der dissoziierten Atome hiufig nicht mit nur einer Determinante
beschreibbar.
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1.2. Das Hartree-Fock-Verfahren

Lagrange’schen Methode (siehe z.B. [18]) beriicksichtigt: es wird die Variation

6= [ 5qi< oo

des Funktionals
1
=D (siley) - SN
i J

beziiglich des Orbitals ¢ zu Null gesetzt, d.h. die Funktionalableitung % mufl gemaf der
Euler-Lagrange-Gleichung (A.3) verschwinden. Zu Details sieche Anhang A. Wir wollen ab

hier stets reelle Orbitale voraussetzten, d.h. ¢ = ¢; 7.

0G

o)

+Z/d2 [ ¢kz() Pe(2)9;(2)— } Z¢J

fiir alle k = 1...N. Dies fithrt auf die Matrix-Gleichung (zur Definition von F' siehe unten)
F(¢) =0

wobei man sich die ¢’s in einer Matrix ¢ als Spaltenvektoren nebeneinander geschrieben
denken mufl. Wie schon frither im Text erwihnt, sind die Orbitale bis auf eine unitére
Transformation U unbestimmt. Wir implizieren nun eine solche Transformation, die die A-
Matrix auf Diagonalform bringt, um die Gleichungen zu entkoppeln, d.h. wir multiplizieren
die gesamte Gleichung von rechts mit U und fiigen zwischen ¢ und A die Einheit 1 = UU "
ein. Wie sich zeigen 1i8t, ist F(¢U) = F(¢), weil F' nur von I'y abhiingt und T'y(¢p) =

F1(¢U)
F(oU) - U = ¢U - U AU

Die Transformation sei so gewihlt, dafl e = UTAU diagonal ist. Die Orbitale sind gleich-

zeitig der Basistransformation

¢ =oU

1"Damit wird die Zeitinversionssymmetrie automatisch in sehr restriktiver Weise erfiillt [19].
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1. Begriffe und Methoden der Quantenchemie

unterworfen ' (zu Basistransformationen siche Anhang B), d.h. aus allen moglichen Sétzen
orthonormierter Orbitale wird durch die Wahl einer diagonalen A-Matrix ein ganz spezi-
eller Satz ausgewihlt, die sogenannten kanonischen HF-Orbitale. Fiir sie gelten die ent-

koppelten Gleichungen, die sogenannten Hartree-Fock-Gleichungen

Foi=¢i-e; : i=1N (1.28)
mit
N
F=h+) (J-K)) (1.29a)
h = —lvu)2 - Ki Qa (1.29b)
2 7 T1A
. 1
bot) = [z g0—6@ 10 (1290
Coulomb-Operator jj
Ry )= [ a2 i) 12) 6,00 (1.290)

Exchange-Operator K j

Der Operator F wird Fock-Operator genannt. Da er in seiner Definition die Orbitale enthalt,
wiére zu zeigen, dafl sich bei der Transformation U seine Gestalt nicht &ndert. Die Existenz
der Transformation ist gesichert, da A symmetrisch ist und daher stets auf Diagonalform
gebracht werden kann. Wie hier nicht vorgefiihrt werden soll, éndern sich bei der Orbi-
taltransformation zwar die einzelnen Beitrige zu F', deren Summe bleibt aber unter der
Transformation invariant. Die Elemente der diagonalisierten Matrix von Lagrange’schen
Multiplikatoren werden Orbitalenergien genannt. Die Orbitalenergien sind die Eigenwerte
des Fock-Operators und entsprechen in ihrer Summe nicht der Gesamtenergie des Systems,
da

gi = (0il F|gy)
= hi+ Y _(Jy — Kij)
j

18Wir wollen die transformierten Orbitale aber wieder in ¢ umbenennen. Weder die untransformierten
Orbitale noch die Transformationsmatrix werden tatsédchlich berechnet, sondern direkt die transformierten
(kanonischen) Orbitale. Die Existenz der Transformation wird implizit vorausgesetzt und schligt sich in

der Verwendung der entkoppelten Gleichungen (1.28) nieder.
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1.2. Das Hartree-Fock-Verfahren

so daf
> ei=(E)+ Ve

mit Vee = £33 i(Jij — Kij), d.h. die elektronische Abstofiung eines Elektrons durch
die restlichen Elektronen wird in der Orbitalenergie schon voll beriicksichtigt, so dafl
bei einer Summation hieriiber V.. doppelt gezidhlt wird. Koopmans [20] hat gezeigt,
dafl eine Cl-Entwicklung der Ionenzustinde eines Neutral-Systems in der Basis seiner
Hartree-Fock-Orbitale als Ionisierungsenergien gerade diese kanonischen Orbitalenergien
liefert. Die €’s und |¢;|? entsprechen daher in ziemlich guter Niherung dem Energie-
bzw. Elektronendichteunterschied der beiden Systeme M und M. Was ein Einelektron-
Energieniveau in einem System ist, ist nicht leicht zu definieren. Vgl. hierzu auch [21].

Der Begriff der Korrelationsenergie spielt in der Quantenchemie eine grofie Rolle. Sie
ist definiert als die Differenz der HF-Energie und der ,,wirklichen” nichtrelativistischen
Born-Oppenheimer-Energie des Systems. Selbst wenn man ndherungsweise davon ausgeht,
daB letztere eine Mefigrole darstellt, ist die Korrelationsenergie selbst doch nicht mefibar,
da der zweite Bezugspunkt, die HF-Energie, eine vollkommen theoretische Grofle darstellt.
Es ist nicht moéglich, ein System aus nicht explizit miteinander wechselwirkenden Quasi-
Elektronen zu préaparieren, dessen Energie gleich der HF-Energie ist, um dann aus zwei
Messungen die Korrelationsenergie zu bestimmen. Auch eine Messung von elektronisch
angeregten oder ionisierten Zustdnden des Systems fithrt hier nicht zum Ziel, da sich die
Korrelationsenergie mit jeder Verdnderung des Systems ebenfalls &ndert. Nach Koopmans
ist die Orbitalenergie in etwa die Energie, die zum Entfernen eines Elektrons aus diesem
Orbital aufgewendet werden mufl. Dies ist jedoch nur ndherungsweise der Fall, da das
System nach der Ionisation relaxiert, so dafl die Orbitale und Energien der verbleibenden
Elektronen andere sind als vorher. Es ist daher auch nicht moéglich, die Orbitalenergien
exakt zu messen, obwohl sie tatséichlich Naherungen fiir die Ionisierungsenergien darstellen.

Die ,,Losung” der Hartree-Fock-(HF-)Gleichungen (1.28) ist ein delikates Problem. Der
Fock-Operator (1.29a) enthélt in seiner Definition die Orbitale, die er letztlich liefern soll.
Eine direkte Lisung der HF-Gleichungen in dem Sinn, dafl man einen Satz von Gleichungen
hat, die in eindeutiger Weise die Losung des physikalischen Problems liefern, ist daher
nicht moglich. Die HF-Gleichungen sind daher zunéchst einmal lediglich ein System zur
Uberpriifung, ob ein Satz ¢ die richtigen HF-Orbitale des Systems darstellt.

Man ist hier mit einer d&hnlichen Situation konfrontiert wie beispielsweise beim nichtli-

nearen Anpassen von Daten an ein Modell mit Hilfe iterativer Algorithmen. Im Gegensatz
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zum linearen least-squares-Verfahren, dessen Gleichungssystem in einem Schritt (sofern
l6sbar) automatisch das globale Minimum der Summe der Fehlerquadrate des Fits lie-
fert, benotigt man beim nichtlinearen Fit gute Startwerte fiir die Fit-Parameter. ,,Gute”
Startwerte bedeutet hier solche, die schon in der Nidhe des gesuchten Minimums liegen
und beim Iterieren auch in dieses hineinfithren. Ganz dhnlich geht man bei der ,,Losung”
der Hartree-Fock-Gleichungen vor: Physikalische oder chemische Intuition machen es u.U.
moglich, einen Satz von Orbitalen fiir das zu berechnende System zu erraten bzw. aus echt
16sbaren Modellen'® zu berechnen. Mit ihrer Hilfe kann dann der Fock-Operator aufgebaut
und hieraus nach (1.28) ein Satz von Orbitalen fiir das (HF-Modell-)System bestimmt
werden. Da der Fock-Operator fiir das System aber erst durch die exakten Hartree-Fock-
Orbitale richtig bestimmt ist, und erst dieser Fock-Operator jene liefert, wiederholt man
die Rechenprozedur bis zur sogenannten ,,Selbstkonsistenz”, d.h. wenn ein F im Rahmen
einer numerischen Toleranz die gleichen Orbitale liefert, aus denen er aufgebaut wurde,
betrachtet man die Rechnung als konvergiert. Dies ist das SCF-(Self-Consistent-Field-)
Verfahren. Gute SCF-Programme iterieren nicht ¢, = F. ¢, /€11, sondern konstruieren
in jeder Iteration v die ¢,41 = ¢, + A¢ mit A¢ =Funktional(¢, ), das die Ableitungen der
Elektronenwechselwirkungsintegrale nach den Orbitalen enthilt. Falls das Verfahren kon-
vergiert, so hat man einen Satz von Orbitalen bestimmt, unter deren Variation der Ener-
gieerwartungswert stationér ist. Man hat jedoch keine Gewiffheit, ob man so das globale
Energieminimum gefunden hat. Weiterhin mag selbst die HF-Funktion mit der niedrigsten
Energie weit von der Losung der Schrodingergleichung entfernt sein, fall die Elektronenkor-
relation fiir das untersuchte Problem eine grofie Rolle spielt. Ob und wie die Konvergenz
erreicht werden kann, héngt vom untersuchten System ab. Fiir die chemisch am wich-
tigsten zu erachtenden closed-shell-Systeme funktioniert das Verfahren (im Rahmen der
noch zu besprechenden Basis-Entwicklung des Problems) so erstaunlich gut, dafl man es in
Standard-Programmsystemen, z.B. GAMESS [23] oder GAUSSIAN [24], als Start-Rechnung
fiir jede korrelierte Methode verwendet. Ein gesundes Mifitrauen gegeniiber der ,,Losung”
des SCF-Problems ist aber besonders bei offenschaligen Systemen stets angebracht.

Bei der Losung der HF-Gleichungen fiir Mehrelektronensysteme haben sich in der Praxis

folgende Einschrinkungen standardméfig etabliert:

e Reell-Restriktion: man beschrankt sich i.d.R. auf die Verwendung reller Orbitale.
Damit wird — wie schon erwidhnt — die Zeitumkehrsymmetrie in sehr restriktiver

Weise erfiillt.
197.B. Thomas-Fermi-Modell [22] oder Extended-Hiickel-Rechnung [3]
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1.2. Das Hartree-Fock-Verfahren

e Symmetrie-Restriktion: Im Rahmen des HF-Verfahrens wird lediglich gefordert,
da die gesamte Ein-Determinanten-Wellenfunktion die korrekte Orts-, Spin-
und Permutations-Symmetrie fiir das Mehrelektronensystem hat. In der Pra-
xis wird beziiglich der Orts-Symmetrie so vorgegangen, dafl alle Orbitale orts-
symmetrieadaptiert, d.h. Eigenfunktionen der Symmetrieoperatoren der entspre-
chenden Punktgruppe sind. Auf diese Weise ist die Wellenfunktion automatisch von

der richtigen Orts-Symmetrie.

e Aquivalenz-Restriktion: gem#f der Symmetrie Restriktion entartete Orbitale, z.B.
np,, NPy, np, in Atomen, werden in der Rechnung so behandelt, dafl ihre Entartung
wéahrend des SCF-Cyclus erhalten bleibt.

e Spin-Restriktion: je ein a- und [-Spin-Orbital haben die gleiche Ortsfunktion.

Alle vier Punkte kommen im sogenannten ,restricted HF”- (RHF-) Verfahren zum Ein-
satz, das sich i.d.R. fiir die Berechnung von closed-shell-Systemen eignet. Problematisch
wird die Anwendung von RHF aber bei offenschaligen Systemen, oder auch bei der Be-
schreibung der Dissoziation eines closed-shell-Molekiils in die i.d.R. offenschaligen Atome.
Daher werden bei der sog. ,,unrestricted HF”- oder UHF-Methode die letzten drei Ein-
schrankungen nicht angewendet. Mit UHF erhélt man im Gegensatz zu RHF héufig das
richtige Dissoziationsverhalten von Molekiilen und bei offenschaligen Atomen oft auch viel
bessere Gesamtenergien. Allerdings ist die Verwendung der UHF-Methode nicht unproble-
matisch, da die korrekte Orts-Symmetrie und der Gesamt-Spin der Wellenfunktion nicht
immer garantiert werden kann.

Auf dem hier diskutieren Niveau ist ein wesentliches Problem, wie ein Algorithmus
und in ihm ein Operator auszusehen hat, um die Orbitale iterativ in numerisch stabiler
Weise (ob in einer Basis oder mit numerischen Orbitalen) zu approximieren, iiberhaupt
noch nicht angesprochen worden. Es seien hier nur am Rande trickreiche Verfahren wie
die DIIS-Prozedur erwéihnt, die die Entwicklung des Systems bei der Iteration iiber meh-
rere Schritte beriicksichtigt und so z.B. ein Hin- und Herspringen der Orbitale zwischen
zwei benachbarten Energieminima verhindern soll oder allzugrofie unerwiinschte Verénde-
rungen der Orbitale innerhalb eines Iterationsschritts dampft. Die Entwicklung schneller,
speicherplatzsparender und numerisch stabiler Algorithmen fiir die SCF-Prozedur und die
Integralberechnung/-verwaltung wie auch z.B. die Ermittlung allgemein verwendbarer Ba-
sissitze fiir Atom- und Molekiilrechnungen oder die Erstellung tatséchlich funktionierender

Algorithmen zum Auffinden von stationdren Punkten auf mehrdimensionalen Potentialhy-
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perflichen (ohne die ganze Fliche zu kennen) haben ganz wesentlich zur Entwicklung der
Theoretischen Chemie beigetragen, und die Verfiigharkeit von verléfllichen Rechenergeb-
nissen auf einem definierten Niveau tréagt ihren Teil zur Entwicklung neuer theoretischer

Modelle und Verfahren bei.

1.3 Basissatz-Entwicklung

Fiir Atome lassen sich die Winkelanteile der HF-Orbitale im Voraus abtrennen, wenn man
im Rahmen der Symmetrie-Restriktion arbeitet. Das HF-Problem beschrankt sich somit auf
die Berechnung der Radialanteile der Orbitale. Dies ergibt fiir N Elektronen ein System
eindimensionaler gekoppelter DGLen. Dies kann man ohne allzu groflen Rechenaufwand
numerisch auf einem eindimensionalen Punktegitter 16sen. Dabei kann das Gitter in einer
Weise definiert werden, dafl der Fehler, der bei Integrationen gemacht wird, genau unter
Kontrolle gehalter werden kann. Bei Molekiilen miifite hierzu i.A. ein dreidimensionales
Punktegitter verwendet werden, was schnell zu einem nicht mehr handhabbaren Rechen-
aufwand fiihrt. Von Roothaan wurde daher 1951 der Vorschlag gemacht, die HF-Orbitale

¢; nach Basisfunktionen Yy, zu entwickeln, und zwar in der Form

B
r=1

so daf} die Basisfunktionen y, in ihrer Form vollstandig festgelegt sind und nur die linearen
Entwicklungskoeffizienten C,; bestimmt werden miissen. Damit werden die HF-Pseudo-
Eigenwertgleichungen (1.28) zu einem Ritzschen pseudo-linearen Variationsproblem gemés

Anhang A vereinfacht:
F-C=58-C-¢

F und C sind dabei die Matrixdarstellungen von F und ¢ in der Basis {x,}, S ist
die Uberlappmatrix der Basisfunktionen und e die Diagonalmatrix der kanonischen HF-

Orbitalenergien. Wir wollen im Folgenden reelle Basisfunktionen und Entwicklungskoeffi-
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zlenten voraussetzen.

Frs = <XT|F|XS>

= hrs +Zzgrstu : ptu
t U
hrs = <XT’iL’XS> ; ptu = Z Ctzcuz

Grstu = (rt||su> - <T’t||U8>
Sps = <Xr|Xs>

Sind die entsprechenden Matrizen berechnet, so kann das entsprechende Matrix-
Eigenwertproblem mit Standard-Matrix-Diagonalisierungsroutinen schnell und nume-
risch stabil gelost werden, falls die Basis im Rahmen der Maschinengenauigkeit linear

unabhéngig ist. Die Gesamtenergie lautet in der Basis
1
E"F =sp(h- P) + 3 sp(P-g- P)+ Vi

wobei g als vierfach indizierte Grofle als eine Matrix von Matrizen aufzufassen ist (sog.
,,Supermatrix”). Die Berechnung von g ist dabei der klassische Flaschenhals von HF-
Roothaan-Rechnungen, da der Rechenaufwand (ohne Anwendung von Tricks) wie B* ska-
liert. Die Diagonalisierung selbst geht etwa wie B3 und ist bei sehr modernen Algorithmen
der am meisten Rechenzeit verbrauchende Teilschritt der SCF-Rechnung.

Die Wahl von Basisfunktionen ist bei dieser Vorgehensweise essentiell. Dabei gibt es
2 grundsétzliche Strategien zu unterscheiden: entweder man verwendet einfach zu hand-
habende Basisfunktionen wie etwa ebene Wellen o.4., braucht dann aber selbst fiir kleine
Molekiile meist sehr viele, oder man verwendet wenige, optimal an das Problem angepaf-
te Basisfunktionen. Dabei kann man davon profitieren, dafl z.B. fiir das Wasserstoffatom
die analytischen Losungen der SG bekannt sind. Im Rahmen des Modells unabhéngiger
Teilchen haben Mehrelektronatome Orbitale, die den Wasserstofforbitalen im Prinzip sehr
dghnlich sind. Die Wasserstoff-Eigenfunktionen selbst haben sich bei der Integralberech-
nung als zu schwer handhabbar erwiesen. Folgende Typen von Basisfunktionen werden in

quantenchemischen Programmen héufig verwendet:

e Slater-Funktionen: x oc 7" lexp(—ar) - Y;(f,¢). Diese Funktionen sind den
Wasserstoff-Funktionen am &hnlichsten, haben aber keine radialen Knoten. Die
Y, sind meist die rellen Linearkombinationen zu unterschiedlichen QZ m der kom-

plexen Kugelfunktionen. Eine Linearkombination aus Slaterfunktionen zu gleichem
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[ aber unterschiedlichem n kann ein Wasserstofforbital mit seinen inneren Knoten

simulieren.

e Cartesische Slater-Funktionen: Radialteil 7"'~'exp(—ar), der Winkelanteil wird
statt durch (reelle oder komplexe) Kugelfunktionen durch ein Produkt z!=y'vz!= mit
I = I, + 1, + [, festgelegt. Ein Satz von cartesischen Slater-Funktionen enthéilt
auch Funktionen zu [ — 2,1 — 4, ..., d.h. es ist z.B. im 3d-Satz eine 3s-Funktion
o 7% + y? + 2% = r? enthalten, ein 4f-Satz enthélt z.B. (z,y, 2)r?, also einen Satz
von 4p-Funktionen. Dafiir sind aber cartesische Funktionen in Computerprogrammen

einfacher und strukturierter zu handhaben.

e GauB-Funktionen: y oc r"~!exp(—ar?)-Y;(0, ¢). GauB-Funktionen haben den Vorteil,
dal mit ihnen die Mehrzentren-Zweielektronen-Integrale, die zur Berechnung von g
notig sind, in relativ einfacher Weise berechnet werden kénnen, da ein Produkt zweier
GauB-Funktionen eine GaufB-Funktion im Schwerpunkt der beiden Zentren ergibt.
Alle 3- und 4-Zentren-Integrale lassen sich so auf 2-Zentren-Integrale reduzieren.
Diese kénnen analytisch berechnet werden, was die Effizienz von SCF-Programmen

enorm steigert.

e Cartesische GauB-Funktionen: wie cartesische Slater-Funktionen, aber mit exp(—ar?)
im Radialteil.

Die Entwicklung schneller Integralroutinen in SCF-Programmen hat an der Geschwin-
digkeitssteigerung moderner Rechnungen sicherlich einen vergleichbaren Anteil wie die Ent-
wicklungen in der Hardwareindustrie und ist, wie man so schon sagt, eine Wissenschaft fiir
sich. Wir wollen daher diesen Aspekt der theoretischen Chemie nicht weiter diskutieren. In
traditionellen SCF-Programmen hat sich die Verwendung von Gauf-Funktionen mangels
geeigneter Verfahren zur Berechnung von Mehrzentren-Zweielektronenintegralen mit Sla-
terfunktionen durchgesetzt, obwohl diese fiir grofle r das falsche asymptotische Verhalten
haben. Dies versucht man durch Verwendung von Linearkombinationen von Gaufifunktio-
nen, die das Verhalten einer Slaterfunktion approximieren (sog. ,,Kontraktion”) auszuglei-
chen. Gleichfalls fehlt den 1s-Gaufifunktionen die im relativistischen Fall sogar singulére
Spitze (,,Cusp”) an den Kernorten. Hier kann man zumindest argumentieren, daf§ der Cusp
ein Artefakt der Punktkern-Naherung ist, wihrend sich die Orbitale in der Ndhe ausge-
dehnter Kerne im relativistischen wie im nichtrelativistischen Fall wie Gauffunktionen

verhalten sollten.
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Die Basis-Entwicklung erzeugt neben den N sog. ,,besetzten” HF-Orbitalen auch (B —
N) sogenannte virtuelle Orbitale ¢}. Sie sind ebenfalls Eigenfunktionen des Fock-Operators,
haben aber zunéchst, da sie keinen Beitrag zum Potential liefern, auch keinen unmittelbaren
physikalischen Sinn. Nach Koopmans’ Theorem sind die virtuellen Orbitalenergien e} aber
wieder Naherungen fiir den Energieunterschied zwischen dem berechneten System und
seinem Anion, so dafl die £} als (allerdings ausgesprochen schlechte) Abschitzung fiir die

Elektronenaffinitdt des Systems dienen konnen.

1.4 Elektronenkorrelation

Die Beschriankung der Wellenfunktion auf eine Determinante ist eine schwerwiegende Ein-
schrankung bei der Losung der SG. Selbst in einer vollstdndigen Basis sind die (dann
exakten) HF-Orbitale nur eine sehr grobe Néherungslosung fiir das volle korrelierte Mehr-
elektronproblem. Wie schon erwéahnt, ist die Korrelationsenergie definiert als

Feorr — B EHF

Y

wobei EHUY die exakte HF-Energie des Systems (d.h. im Prinzip in einer vollstindigen
Basis oder numerisch mit einer unendlich grofien Zahl an Gitterpunkten berechnet) ist.
E% wird im Rahmen der Basisentwicklungen auch als HF-Limit bezeichnet, da jede end-
liche Basis-Naherung der Ein-Determinanten-Wellenfunktion nach dem Variationsprinzip
wieder eine obere Schranke fiir die exakte HF-Energie liefert. Die Bedeutung von F ist
in der Literatur oft nicht klar umrissen: manche Autoren meinen mit F die exakte Ge-
samtenergie als MeBgrofle, die neben Effekten der Kernmitbewegung auch relativistische
Korrekturen einschliefit, wahrend andere Autoren die Korrelationsenergie als die Differenz
der exakten theoretisch definierten nichtrelativistischen Born-Oppenheimer-Gesamtenergie
und EMF bezeichnen. Wir wollen uns letzterer Definition anschlieBen.

In Zusammenhang mit dem Begriff | Korrelation” werden verschiedene Termini ver-
wendet: So unterscheidet man zwischen Coulomb- und Fermi-Korrelation, wobei letzte-
re das gegenseitige Ausweichen der Elektronen gleichen Spins auf Grund des Pauliprin-
zips, erstere das Ausweichen zweier Elektronen auf Grund der Coulomb-Abstofiung riy
meint. Weiterhin wird zwischen ,,dynamischer” (engl. dynamical) und ,,nicht-dynamischer”
(engl. nondynamical) Korrelation unterschieden, wobei mit ersterer die Zumischung un-
terschiedlicher, oft energetisch sehr &hnlicher elektronischer Konfigurationen zur HF-

Grundzustandswellenfunktion z.B. im Rahmen einer MCSCF-Rechnung (s.u.) bezeichnet
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wird, wiahrend die dynamische Korrelation die dariiberhinausgehende explizite Beriicksich-
tigung des Einflusses von ry, beriicksichtigt. Die ,Basissatz-Korrelation” ist schlieflich
der Effekt der endlichen Basisentwicklung auf die Rechnung im Rahmen einer gegebenen
Néaherungsmethode. Generell kann man hierzu sagen, daf3 (insbesondere bei den nicht-
variationellen Verfahren) die Basis umso grofer sein sollte, je ,,besser” das gewihlte Re-
chenverfahren ist. Es bringt nichts ein, z.B. eine CCSD(T)-Rechnung in einer Minimalbasis
durchzufiihren, da diese iiberhaupt nicht in der Lage ist, die Wellenfunktion dem Rechen-
verfahren angemessen genau darzustellen.

Fiir die Einbeziehung der Elektronenkorrelation in quantenchemische Rechnungen gibt
es verschiedene Ansitze, die i.d.R. auf einer HF-Rechnung in einer Basis aufbauen, von
denen wir hier exemplarisch 3 herausgreifen und kurz beschreiben wollen:

Die sog. configuration-interaction- oder CI-Methode beruht auf folgendem mathema-
tisch naheliegenden Ansatz: Die (besetzten und virtuellen) Eigenfunktionen des Hartree-
Fock-Operators stellen eine vollsténdige Einteilchen-Basis im Hilbertraum dar. Aus diesen
Einteilchen-Basisfunktionen kénnen durch Linearkombination Slaterdeterminanten ® bzw.
geeignete SAFen aufgebaut werden, die demnach als symmetrieadaptierte permutations-
antisymmetrische N-Teilchen-Funktionen eine vollstédndige Basis fiir den Hilbertraum von
permutationsantisymmetrischen N-Teilchen-Wellenfunktionen darstellen. Man entwickelt

daher die Wellenfunktion 1 nach diesen Mehrteilchenfunktionen:

P(1,2,..N) =) ®,C
I

Die C); sind die sog. CI-Koeffizienten. Dies fithrt auf das verallgemeinerte Eigenwertpro-

blem
HC = S8Ce
mit
H,, = (,|H|®,) etc.

Der Vorteil bei dieser Vorgehensweise ist offensichtlich, dafl ¢ automatisch die richtige
(Permutations-) Symmetrie hat. Ublicherweise arbeitet man mit einer Basis-Entwicklung
nach (1.30) und berechnet zunéchst die occ.= N besetzten und die virt.= B — N virtuellen
HF-Orbitale. Bei der Full-CI-Methode erzeugt man daraus s@mtliche Determinanten (auch

Konfigurationen genannt) ®,, durch systematische Ersetzung von i = 1,2,...N besetzten
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Orbitalen in der HF-Wellenfunktion ®" durch 1,2, ...N virtuellen Orbitalen, sog. i-fach-

Anregungen. Die Zahl der moglichen Determinanten betrégt

BI(B +1)!
(N/2)(N/2 + D)I(B — N/2)I(B — N/2 + 1)!

M =

und ist selbst bei kleineren Molekiilen und moderaten BasissatzgroBlen enorm. Fiir jedes
Matrixelement H,, ist theoretisch ein Rechenaufwand oc B* fiir die Transformation der
Zweielektronenintegrale in die Basis der ¢; notig, was zur Berechnung der gesamten Matrix
H,
Rechenaufwand aber wesentlich reduzieren.

, im ungiinstigsten Fall oc B® - M ergibt. Durch trickreiche Algorithmen 148t sich der

In einer vollstéindigen Basis ergibt die CI-Entwicklung die exakte Wellenfunktion. Au-
Berdem gilt das Variationsprinzip, d.h. in einer endlichen Basis sind die CI-Eigenwerte obere
Schranken fiir die exakten Eigenwerte der SG. Da die HF-Orbitale orthonormal gewéhlt
werden, ist die Matrix S gleich der Einheitsmatrix.

Wegen der enormen Zahl moglicher Determinanten sind verschiedene Nédherungen beim
CI-Verfahren gebréauchlich, z.B. eine Beschrankung auf k-fach-Anregungen bei der Er-
zeugung der Determinanten (sog. truncated-CI, z.B. CI-SD oder SDCI, SD steht fiir
singles+doubles) oder eine Einschriankung auf die Berechnung aller moglichen angereg-
ten Konfigurationen zwischen einem ausgewéhlten Satz der besetzten und virtuellen HF-
Orbitale (sog. active space). Bei der Multiconfiguration-SCF- (MCSCEF-) Methode wird
der Energieerwartungswert einer als chemisch relevanter Satz von wenigen Determinanten
betrachteten CI-Entwicklung gleichzeitig beziiglich der CI-Koeffizienten als auch beziiglich
der Orbitale minimiert. Dabei ist die Kopplung der MO- und der CI-Koeffizienten ein kriti-
scher Punkt, der zu Konvergenzproblemen fiihren kann. In einem geeigneten Formalismus
148t sich diese Kopplung beseitigen, und die MCSCF-Methode erweist sich in dieser Form
als ausgesprochen stabiles Rechenverfahren. Bei der CASSCF- oder FORS-Methode wird
diese vergleichsweise kurze CI-Entwicklung durch die Erzeugung aller moglichen Determi-
nanten innerhalb des vom Benutzer des Programms definierten active-space erzeugt. Durch
die gleichzeige Optimierung der Orbitale erhélt man aber trotzdem i.d.R. eine sehr gute
korrelierte Wellenfunktion. Die Multi-Referenz-CI-Methode schliellich basiert auf einer CI-
Entwicklung, die z.B. auf einer MCSCF-Rechnung oder auf einer kleinen CI-Entwicklung
aufsetzt.?.

Problematisch ist in diesem Zusammenhang, dafl die CI-Entwicklung sehr langsam mit

20Bezgl. der Abkiirzungen vgl. [25] ,S. 292: ,,Die numerische Quantenchemie ist ein Kénigreich héflicher

Abkiirzungen”.
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der Basisgréfie konvergiert. Die Ursache hierfiir ist darin zu suchen, dafl die Mehrteilchen-
Wellenfunktion analog zu dem Cusp an den Kernen, der durch die Singularitéit von Vi, an
diesen Stellen erzeugt wird, entsprechende Cusps an den Stellen 75 = 0, d.h. 7; = 7 fiir
jedes der N(N — 1)/2 Elektronenpaare haben muf. Die Basisfunktionen, die iiblicherweise
in quantenchemischen Rechnungen verwendet werden, verlaufen aber auflerhalb der Kerne
,glatt” | weshalb die Elektronen-Cusps nur durch die Verwendung extrem vieler Basisfunk-
tionen mit hohem Drehimpuls und der daraus resultieren Unmenge an Konfigurationen
halbwegs genau simuliert werden konnen. Dieses Problem kann man umgehen, indem die
Koordinate ry explizit in den Basisfunktionen verwendet wird 2! (d.h. man hat Zwei-
Elektronen-Basisfunktionen, also Geminale), wie es schon von Hylleraas bei seinen sehr
genauen Rechnungen am He-Atom 1928 vorgefithrt wurde. Leider fiihrt dies auf extrem
kompliziert zu berechnende Matrixelemente fiir den Hamiltonoperator, weshalb solche Me-
thoden, obwohl sie sehr gute Naherungen fiir die exakte Wellenfunktion liefern, wegen des
immensen Rechenaufwands noch nicht zu den sog. Standard-Methoden gehdren. Die Be-
rechnung der Mehrelektronen- Matrixelemente wird dabei durch Einschiebung der Einheit
1 =>".Ixi){xil (,,resolution of identity”) trickreich umgangen und auf die Berechnung von
Zweielektronenintegralen reduziert. Die Einheit wird dabei in einer endlichen Einteilchen-
Basis x; approximiert, was aber bei Verwendung von dem hochgenauen Rechenverfahren
angemessenen groffen Basisédtzen i.d.R. keine Probleme bereiten sollte.

Ein weiteres Problem bei der CI-Entwicklung, die auf den HF-Orbitalen aufbaut,
ist, daf} die virtuellen HF-Orbitale nicht gut an das zu l6sende Problem angepaft sind,
da sie i.d.R. sehr diffus sind und man daher viele von ihnen benétigt, um die HF-
Wellenfunktion im Aufenthaltsbereich der besetzten Orbitale zu modifizieren. Man erhéalt
so CI-Wellenfunktionen mit u.U. vielen tausend oder Millionen sehr kleinen Beitrigen der
angeregten Konfigurationen. Mit einer besser an das Problem angepafiten Basis {®,} (IVO
= improved virtual orbitals) kann aber die gleiche CI-Funktion evtl. aus wenigen grofieren
Beitrégen einiger Determinanten und einem vernachlédssigharen Rest bestehen. Da bei der
MCSCF- bzw. der CASSCF-Methode die Orbitale ebenfalls variiert werden, ist die so be-
rechnete Orbitalbasis optimal an das CI-Problem angepafit und man kann sehr kompakte
Cl-Entwicklungen erhalten. Eine weitere Moglichkeit zur Umgehung dieses Problems ist
die Verwendung z.B. von lokalisierten Orbitalen in der CI-Entwicklung.

Ein spezielles Problem bei den truncated-CI-Entwicklungen ist weiterhin die sog. size-

extensivity. Hiermit ist gemeint, ob die berechnete Gesamtenergie eines Systems nicht-

2Lpy5 ist eine Betragsfunktion und hat genau an der Stelle 0 einen Cusp.
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wechselwirkender Subsysteme gleich der Summe der Energien der beteiligten Teile ist.
Diese Problematik besteht z.B. bei der Berechnung von Clustern zunehmender Grofle. Bei
Vernachléssigung von Randeffekten sollte die Gesamtenergie proportional der Clustergrofie
sein, was 1.A. fiir truncated-CIl-Entwicklungen nicht zutrifft. truncated-CI ist folglich nicht
size-extensive. Die Berechnung von Bindungsenergien grofler Molekiile als Differenz der mo-
lekularen und der Summe der atomaren Energien fiihrt bei diesen Verfahren oft zu grofien
Fehlern. Ein verwandtes Problem ist die size-consistency, d.i. das korrekte Verhalten der

Gesamtenergie bei VergroBerung der interatomaren Absténde:
EAB(R — OO) = EA + EB

Das UHF-Verfahren ist im Gegensatz zu RHF size-consistent, wiahrend beide Metho-
den size-extensive sind. truncated-CI ist nicht size-consistent. So gibt z.B. eine SD-CI-
Entwicklung fiir ein He-Atom in einer vollstdndigen Basis die exakte Gesamtenergie Ey.,
wahrend zwei voneinander weit entfernte He-Atome — als Gesamtsystem berechnet — bis
zu Vierfachanregungen in der CI-Entwicklung benétigen. Eine SD-CI-Rechnung des Hes-
Systems bei groflem Abstand gibt daher auch in einer vollstéandigen Basis nicht die korrekte
Gesamtenergie von 2x Fye.

Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung der Elektronenkorrelation ist die Cluster-

Entwicklung. Man kann zeigen, daf}
b=l . HF (1.31)

mit dem Cluster-Operator

I
M) =
~»

k=1

exakt gilt. Die Operatoren Tk sind dabei Operatoren, die in einer Orbitalbasis k-fach an-
geregte Determinanten @fj’, bei denen ein besetztes HF-Orbital 4, j... durch ein virtuelles
Orbital a, b... ersetzt ist, aus ®'F erzeugen. Nur in einer endlichen Basis sind die Summen

iiber die virtuellen Orbitale endlich!

virt occ virt virt occ occ

CI)HF Zzta¢a 7 T(I)HF Zzzztab(bab (1'32)

1ab-

Die unbekannten Koeffizienten ¢}~ werden auch Amplituden genannt. Durch Skalarmul-

tiplikation der SG (mit ¢ = exp(7)®"F) von links mit ®- kann man nichtlineare
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Gleichungssysteme fiir die Amplituden herleiten. Der Rechenaufwand bei der Cluster-
Entwicklung ist enorm, weshalb man auch hier Ndherungen verwendet, z.B. eine Be-
schrinkung auf k-fach-Anregungen durch Abbruch nach dem k-ten Glied in (1.32). Wegen
der Potenzierung von 7' in exp(T) enthélt eine solche Cluster-Entwicklung aber trotz-
dem einen signifikanten Anteil der Beitrdge von Mehrfachanregungen zur Korrelations-
energie. Die Ergebnisse von sog. Coupled-Cluster- (CC-) Rechnungen mit 1,2, 3, ...k-fach-
Anregung sind daher erheblich besser (aber auch erheblich aufwendiger) als die von ent-
sprechenden truncated-CI-Rechnungen. Auflerdem ist die CC-Methode size-extensive und
size-consistent, aber nicht variationell, d.h. die CC-Energien sind nicht mehr obere Schran-
ken fiir die exakten Energien. Wegen der i.A. kleinen Fehler der CC-Methode wiegt aber
letzterer Nachteil nicht sehr schwer. Die sog. CEPA- und IEPA-Methoden sind mit dem
CC-Verfahren verwandt, wobei hier bestimmte Amplituden bei der Berechnung und Losung
des nichtlinearen CC-Gleichungssystems vernachlissigt werden.

Neben der CI- und der CC-Methode gibt es noch den sehr populédren, auf Mgller und
Plesset zuriickgehenden storungstheoretischen Ansatz zur Berechnung der Korrelations-
energie, der ebenfalls auf die Verwendung von ein-, zwei, mehrfach substituierten Determi-
nanten im Rahmen einer Basisentwicklung zuriickgeht. Dabei wird der Hamiltonoperator

in der Form
=04 B

geschrieben, wobei H' die Storung durch Elektronenkorrelation darstellt. Die Aufspaltung

von H ist im Prinzip beliebig. Der Trick von Mgller und Plesset bestand nun in dem Ansatz

Die Wellenfunktion wird in eine Basis @f]b aus Bigenfunktionen der F} entwickelt und

lautet
p=3"+Y v
$(0) i=1

Demnach ist
EO =) "¢ #E"

und

H =33 - S [0 - K]

Jj>i 1
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1.5. Dichtefunktionaltheorie

Mit dieser Wahl ist gerade EHF = F(© 4 p().
EHF _ <®HF|]:](0) + ﬁ"CI)HF> _ E(O) + <®HF|]:]/|¢)HF> :

so daff ,nur” die Storenergien n > 2-ter Ordnung (sog. MPn-Verfahren) berechnet werden

miissen. Fiir die zweite Ordnung (MP2) ergibt sich z.B. nach einigem Umformen

virt virt occ occ

|(abl]ij) b|| )|
g - $2315 S )l L

Wegen der Berechnung von Zweielektronenintegralen zwischen den Orbitalen ist fiir das
MP-Verfahren eine grofle rechenintensive Zahl an Integraltransformationen nétig. Trotzdem
ist der Rechenaufwand (zumindest in niedriger Ordnung) betrichtlich geringer als bei den
CCD- und SD-CI-Verfahren, da bei letzteren sozusagen eine ganze Matrix mit solchen
Integraltransformationen aufgefiillt werden muf3.

Die MP-Methode ist wie die CC-Methode size-extensive und size-consistent, aber nicht
variationell. In der Praxis hat sich gezeigt, dafl die MP2-Energie die Korrelationsenergie
oft etwas iiberschitzt, besonders bei tiefliegenden virtuellen Orbitalen, etwa bei grofien
Kernabstéinden oder bei Fast-Entartungen. Dieser Fehler wird durch die néchst hoéhere
Ordnung oft wieder ausgeglichen, so dafl man mit MP3, MP4... héaufig vergleichsweise

genaue Gesamtenergien von Atomen und Molekiilen berechnen kann.

1.5 Dichtefunktionaltheorie

Die Elektronendichte p(7) ist eine reelle Funktion im dreidimensionalen Raum. Sie ist da-
mit im Gegensatz zu der quantenmechanischen Wellenfunktion v eine leicht vorstellbare
Grofe, die auBlerdem experimentell routineméfig zugénglich ist. Schon sehr friih finden sich
in der quantenmechanischen Literatur daher Arbeiten, in denen p als fundamentale Grofie
zur Berechnung der Eigenschaften elektronischer Systeme wie Atomen und Molekiilen her-
angezogen wird. Erst verhéltnisméBig spat konnte von Kohn et al. ein Beweis vorgestellt
werden, der demonstriert, dafl p tatsdchlich als fundamentale Grofie in der Quantenmecha-
nik verwendet werden kann. Leider liefert der Existenzbeweis des sog. Dichtefunktionals
keinerlei Hinweise zum Auffinden desselben, so dafl eine ,,echte” exakte Dichtefunktional-

Theorie im eigentlichen Sinn bis heute nicht existiert.
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1.5.1 Das Hohenberg-Kohn-Theorem

Im scheinbaren Gegensatz zu der Tatsache, dafi nach (1.11) zur Berechnung der kineti-
schen Energie eines Elektronensystems die Einteilchen-Dichtematrix I' (1|1), GL. (1.7), und
zur Berechnung der Elektronenwechselwirkungsenergie die Paardichte P(r,73), Gl. (1.10),
benotigt wird, steht ein Theorem von Hohenberg und Kohn [26], nach dem die Energie
eines Molekiils eindeutig durch die Elektronendichte bestimmt ist. Die Uberlegungen, die
zu dem Theorem fiithren, seien hier kurz skizziert:

Der kinetische-Energie-Operator T ist allein durch N, die Zahl der Elektronen, festge-
legt:

T=-—

N —

N
2.V
i=1

Kennt man die Elektronendichte, so kann nach

N:/mﬂﬁ (1.34)

die Elektronenzahl bestimmt werden. ?* Gleichzeitig ist iiber die Poisson-Gleichung (hier

in atomaren Einheiten)
VIV () = ()

auch V() gegeben, folglich ist der Hamiltonoperator des Molekiils bekannt. Lést man nun

die Schrodingergleichung
HV=VU.E |

so ist die Energie berechnet.

Moglicherweise konnte die gemessene oder modellierte Elektronendichte aber nicht ein-
deutig die potentielle Energie festlegen; sprich, die Frage ist, ob zwei verschiedene Poten-
tiale V und V’ das gleiche p(7) erzeugen konnten. Mit dieser Annahme miifite das folgende
Schema Giiltigkeit besitzen:

H=T+V HY =V.E U= p
H=T+V HY =V . E V=)

22Ebenso kann aus der Elektronendichte der Ort der Kerne sowie iiber Kato’s ,,Cusp—Condition“, Z =
1 dnp

2 dr

ihre Ladung ermittelt werden.
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1.5. Dichtefunktionaltheorie

Hierbei stellen die Zustandsfunktionen ¥ und ¥’ die exakten Eigenfunktionen von H
bzw. H' dar. GemiB dem Variationsprinzip gilt daher fiir den nichtentarteten Grundzu-

stand des Systems

E = (V|H[W) < (W[H|V) = (W'[HV) + (P]AV]E)
E = (WH'|W) < (W|H'|Y) = (W|H|V) — (P]AV])

=F

mit AV =V — V', Aus den beiden Gleichungen folgt aber:

E<E+(V|AVIY) = E—F <(V|AV|V) |
E'<E—(U|AV|V) = E—E <(UAV|D)

Diese Aussagen fithren nur dann zu keinem Widerspruch, falls das Gleichheitszeichen gilt

sowle:
AV = const.

Insofern sich V' und V' um eine Konstante unterscheiden, resultiert dies jeweils in der glei-
chen Wellenfunktion und entspricht lediglich einer anderen Wahl des Energie-Nullpunkts.
Damit ist bewiesen, daf§ F in einem eindeutigen Zusammenhang mit der Elektronen-

dichte steht; oder, anders ausgedriickt:
E = Flp| F: Dichtefunktional (1.35)

Da jede andere Elektronendichte p’ wegen des notwendigerweise anderen Potentials V/ und
der daraus folgenden unterschiedlichen Wellenfunktion ¥’ wegen des Variationsprinzips eine

hohere Energie liefern muf, gilt fiir die Elektronendichte ebenfalls ein Variationsprinzip mit

der Nebenbedingung (1.34)
5<E[p]—u {/d?-p—]\f}) =0

4 ist hier der Lagrange-Multiplikator. Man kann zeigen, dafl p gerade das chemische Po-

tential des Systems darstellt, wobei am absoluten Nullpunkt der Temperatur

(o)
L= (OF
ON /v
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gilt [8]. Bei endlich grofien Temperaturen ist das chemische Potential bekanntlich als Ab-

leitung der Helmholtzschen Freien Energie nach der Teilchenzahl definiert:

= (@_E) iy (@)
ON 0,V (7) ON 0,V (7)

S ist die Entropie des Systems.

Leider ist (1.35) nur ein Existenzbeweis des Dichtefunktionals, womit noch lange kein
bequemer Weg gefunden ist, den wahren funktionalen Zusammenhang zwischen F und p
zu beschreiben. Der hier illustrierte Weg, V(7) und damit H aus p zu erhalten und dann
die SG fiir die Energieberechnung zu l6sen, ist ja praktisch nur eine extrem umsténdliche

Losung der SG (vgl. den constrained—search—Algorithmus von Mel Levy [27]).

1.5.2 Das Thomas-Fermi-Modell

Frithe Arbeiten von Thomas [22] und Fermi [28] zeigten einen Weg zur Berechnung der
kinetischen Energie eines Elektronensystems aus der Elektronendichte auf. Sie gingen dabei
vom Modell des unabhéngigen homogenen Elektronengases aus, dessen kinetische Energie
nach dem quantenmechanischen dreidimensionalen Kastenmodell fiir Elektronen im n—ten

Quantenzustand

m2n?

22

in einen wiirfelférmigen Kasten der Kantenldnge [ betrdgt. Wir unterteilen nun den Raum

En = n® =nl +nl +n’ (1.36)

in sehr viele kleine solcher Wiirfel mit dem Volumen dV = [® und der Elektronenzahl
dN. Fiir grofe Quantenzahlen 77 sind am absoluten Nullpunkt fiir jeden dieser Wiirfel im
Quantenzahlraum alle Niveaux innerhalb einer 1/8-Kugel mit dem Radius 7., mit je 2

Elektronen besetzt. n,.x 148t sich so leicht ausrechnen:

l4r 5 dN

g?nmax =5 = Nmax = (

2 T

3dN)”3

Die Zahl der Niveaux zu gegebenem n lautet
14 202\ *?
hie) = ——p3 =2 (22
8 3 6 \ 72
Die Zustandsdichte = Zahl der besetzten Niveaux innerhalb eines bestimmten Energiein-
tervalls ist gegeben durch
oh 3
o) = 5 = ="
68 \/571'2
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1.5. Dichtefunktionaltheorie

Nach der Fermi-Dirac-Statistik ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein bestimmtes Energieni-

veau besetzt ist, bei der Temperatur # durch die Funktion

£©) 1 {1fﬁr€<€p

T 14 eE W g0k | 0 fiir £ > ep

gegeben. Dabei ist €rdas hochste besetzte Niveau in dem Kasten bei 6 = 0K, die Fermi-
Energie bzw. das chemische Potential. Wir kénnen ep leicht aus n., ausrechnen:

m2n? w2 [(dN 2/3
T :@(7)

Die gesamte kinetische Energie d7" in dem kleinen Kastenvolumen dV betréagt so mit p =
dN/dV:

dT:/ds-s-f(e)-g(s)-h(e)

4 /EFd 3/2
= E-£&
5\/571’2 0

35/3.:4/3
10

Wenn wir jetzt iiber alle Teilvolumina, d.h. iiber alle infinitesimal kleinen Wiirfel im Raum

p5/3dv

aufsummieren bzw. integrieren, erhalten wir das berithmte Thomas-Fermi-Funktional der

kinetischen Energie:

Trrlp] = CTF/dF'PE)/3 (1.37)
= const. - /dF~ flp)-p (1.38)
mit
35/3,74/3
C pu—
- 10

Es eroffnet eine ndherungsweise Berechnung der Energie aus der Elektronendichte, wenn
fiir atomare und molekulare Systeme z.B. noch ein klassisch-physikalischer Ansatz fiir die
elektronische Wechselwirkung gemacht wird, der sich an der Vorstellung von Ladungswol-
ken orientiert. Wir erhalten die entsprechenden Wechselwirkungsterme z.B. auch aus dem

Hartree-Fock-Modell unter Vernachlédssigung der Exchange-Terme:

Erplp] = CTF/dF~p5/3 +/d1 . VN6p+/d1/d2-r121 - p(2)p(1) 4 Ve (1.39)
- ‘Z J/
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Ve ist das Coulombpotential der elektronischen Ladungswolke p(7). Umgekehrt gestattet
das Variationsprinzip auch eine Losung der DGL
0Err 5 9
= = “Crr p** — (Ve + VA
H 5o gLTEp (Ve + Vo)
mit der Nebenbedingung (1.34) und so eine Berechnung der Elektronendichte und der Ge-

samtenergie von Atomen und Molekiilen. Das Thomas-Fermi-Modell dhnelt abgesehen von
dem anderen Ausdruck fiir 7" dem Hartree-Verfahren, welches wiederum als grobe Verein-
fachung des Hartree-Fock-Modells angesehen werden kann. Von Dirac stammt daher eine
Erweiterung des Thomas-Fermi-Modells um Korrekturen, die der Exchange-Energie eines
homogenen Elektronengases entspringen. Wir wollen dies im néchsten Abschnitt vorstellen.

Das Thomas—Fermi—~ (TF-) Dichtefunktional gilt exakt fiir ein homogenes Elektronen-
gas und damit auch fiir eine homogene Elektronendichte. Gerade aber in Molekiilen, in
denen Chemiker eine Elektronen(paar)bindung annehmen, mufl die Elektronendichte in ho-
hem Mafle inhomogen sein, ja, man muf} dies geradezu als Voraussetzung fiir das Entstehen
eines Molekiils annehmen. Insbesondere bei Atomen, die eine vom Kern aus exponentiell
abfallende Dichte haben, wére ein potentieller Inhomogenitéatsparameter stets grofler, als
es dem Radius des Systems entspriche. Weiterhin gilt das Dichtefunktional nur fiir den
Grenzfall grofler Elektronenzahlen, wohingegen es geniigend Beispiele fiir stabile Molekiile
mit nur einem oder wenigen Elektronen gibt.

Es ist daher zu erwarten, daf§ die Anwendung des TF-Dichtefunktionals auf Molekiile
zu groBen Fehlern fiithrt. In der Tat konnte Teller [29] zeigen, daB man mit dem TF-
Dichtefunktional prinzipiell keine gebundenen Zustédnde beschreiben kann. Der Beweis wur-
de spéter von Balasz korrigiert, seine Aussage aber bestétigt [30]. Er soll kurz hier skizziert
werden.

Die Bindungsenergie eines (der Einfachheit halber zweiatomigen) Molekiils &8t sich in
die Anteile

QalB
Rap

aufspalten. Der Index ,,el” soll dabei den von den Elektronen herrithrenden Teil der Ener-

BE = E%, — EY — ES + (1.40)

gie anzeigen; der letzte Term in (1.40) beschreibt die Kern—-Kern—Abstoung.
Hétte einer der Kerne die Ladung Null, so wére keine Bindungsenergie zu erwarten. Man
kann daher die Abhéngigkeit der Bindungsenergie von der Ladung einer der Kerne definie-

ren, indem man einen Skalierungsparameter p > 0 einfithrt (Qa — - Q4):

OBE 0 QaQB
- Eel o Eel +
o Ou [Bap — B4 Rup

(1.41)
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1.5. Dichtefunktionaltheorie

Beriicksichtigt man das Hellmann—Feynman—Theorem (vgl. hierzu Abschnitt 4.2),

oF
v
o = 5 r>,

so erhélt man aus (1.41), falls 7" in der im Abschnitt 1.5.2 gezeigten Weise von p abhéngt:

OBE 1

X = _QA l/ _(pmol - pA)dT - & >0 (142)
A Rap

Teller konnte zeigen, dal obiger Ausdruck stets grofler Null ist. Man erhélt daher fiir die

Bindungsenergie:

—0 fir pu=0
BE . (1.43)
>0 fir p>0

Folglich kann das Thomas—Fermi-Dichtefunktional die Molekiilbildung aus den Atomen
nicht korrekt beschreiben und ist daher fiir die Untersuchung der chemischen Bindung
nicht geeignet.

Man scheint daher zur Berechnung der kinetischen Energie doch auf die Dichtematrix I'y
angewiesen zu sein. Das Ergebnis (1.43) kann man fiir alle lokalen Dichtefunktionale, d.h.
solche, die nicht noch vom Gradienten und héheren Ableitungen von p abhédngen, beweisen,

somit fiir alle Dichtefunktionale vom Typ (1.38).

Fiir Atome erhélt man mit dem Thomas-Fermi-Modell genidherte Elektronendichten,
die im Gegensatz zum HF-Modell keine Schalenstruktur zeigen, aber in guter Nédherung
glatt verlaufende Elektronendichten wiedergeben, die {iber die Schalenstruktur mitteln. Ein
weiterer schwerwiegender Nachteil des TF-Modells ist, dafl wegen V' — —oo an den Kernen

dort die Elektronendichte — co geht.

1.5.3 Das Thomas-Fermi-Dirac-Modell

Fiir das freie Elektronengas kann man den Exchange-Anteil der Hartree-Fock-Energie
(1.27) exakt berechnen [31]. Wir rekapitulieren, daf§ die Orbitale fiir Elektronen in einem

wiirfelfsrmigen Kasten der Kantenlinge [ und dem Volumen V = I3 bei der Verwendung
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von cyclischen Randbedingungen, d.h. ¢(z) = ¢(x + 1), von der Form

1 7=
¢n Ny,Nz — _ezkzr (144&)
x My, Nz \/v
mit
2T
2 2
Engnyne = ligﬁQ ;o= (N, 1y, nz) (1.44c)

sind. Fiir ein closed-shell-System, d.h. die tiefsten N/2 Zusténde werden von je 2 Elek-
tronen entgegengesetzten Spins besetzt, vereinfacht sich der Energieausdruck (1.27) nach

Integration iiber alle Spinkoordinaten zu

E = /dﬂ- [ﬁ(l) [y (7] 75)

1 L\ o
n S /dﬁdfg ' p()p(7%2) (1.45)

12

1 | N Lo
~1 /drldrg - —T4(71 | 72) T1 (7] 71)

712
mit der spinfreien Einteilchen-Dichtematrix 'y, die fiir closed-shell-Ein-Determinanten-
Wellenfunktionen die einfache Gestalt

occ

Di(7]) =2 67 () ¢ul(7)

=1

annimmt. occ= N/2 = Zahl besetzter Orbitale. Um den letzten Term in (1.45), die

Exchange-Energie
1 R | NN o=
Ex = 4 dridry - —TD'1 (71| 7%) 'y (7| 71)
12

zu berechnen, brauchen wir also einen Ausdruck fiir die Dichtematrix I'y:

alle be-
setzten n

mit 75 = 75, — 7. Da die Orbital-Energien nur von der Lénge von 7 abhingen, mufl
man in der letzten Gleichung alle Zusténde aufsummieren, die sich im Quantenzahl-Raum

innerhalb einer Kugel befinden. Fiir grofle Teilchenzahlen sind entsprechend viele Zusténde
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besetzt, und wir konnen die Summation durch eine Integration iiber Kugelschalen im k-

Raum ersetzen, wobei dk = %dﬁ:
1 kmax -
FI(F1|F2):—/ dk-kQ/dﬁ-sinﬁ/dgp-eka
A3 Jo

Fiir 71 = 75 kann man die Integration leicht ausfithren und erhalt:

Finax
o) = B s ) = )

Fiir 7} # 75 wihlen wir die Stelle 7 = 1/2(747%). Mit Hilfe dieser und der neuen Koordinate

§ = (7 — 1) erhalten wir, nachdem wir § in k,-Richtung gelegt haben:

(7 7 1 X 82 p(7) dk k2 ! d 9 —ikscos
1(T’1| 7“2) . COSUV - €
0 —

T on2 .
sint — tcost
t3

~300) | [BGE

mit ¢t = $ - kpax (7). Die Exchange-Energie des freien Elektronengases ist hiermit

1 (7] s)?
Ex[p] = _Z/dfds.M

s
L op(P) [ (sint — tcost)?
:—97T/d7“-k12nax/0 dt - 5
— _Cy /df‘. p(7)? (1.46)
mit
34/3
Cx==1\V7

Die Gesamtenergie eines elektronischen Systems lautet somit im TFD-Modell

Errplp] :CTF/dF'pE)/:S‘i‘/dl'VNep+/d1'VCp(l)_CX/dF'p(fjg + Vaue

Das mit dem Dirac-Exchange-Term erweiterte TF-Modell (Thomas-Fermi-Dirac-Modell,
TFD) ergibt etwas bessere Ergebnisse als das TF-Modell, leider sind aber die grundsétz-
lichen Nachteile des Modells, nédmlich die positive Bindungsenergie von Molekiilen sowie
das vollig falsche Verhalten der Elektronendichte an den Kernen immer noch présent.
Eine weitere Verbesserung des TFD-Modells stammt von von Weizsécker [32], der we-

gen der in Atomen und Molekiilen zu erwartenden Inhomogenitéiten der Elektronendichte
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eine Gradientenkorrektur zum Funktional der kinetischen Energie vorgeschlagen hat. Mit
Hilfe der Weizsicker-Korrektur zu T'[p] wird zum einen das asymptotische Verhalten von
p an den Kernen und fiir 7 — oo wesentlich verbessert, zum anderen gilt das Teller-
Balasz-Theorem in diesem Modell nicht mehr, d.h. man kann mit Hilfe dieses nichtlokalen
Energiefunktionals gebundene Molekiile berechnen. Allerdings sind zum einen die numeri-
schen Probleme zur Losung der resultierenden Gleichungen enorm, zum anderen sind die
bisher mit diesem Modell erhaltenen Ergebnisse zwar erheblich besser als die des einfachen
TFD-Modells, aber dennoch nicht sehr zufriedenstellend im Vergleich mit herkémmlichen
ab-initio-Methoden. Die Entwicklung der extrem erfolgreichen Kohn-Sham-Methoden hat
wohl auch eine Weiterentwicklung der ,,echten” Dichtefunktionalmethoden bis auf weiteres

gebremst.

1.5.4 Die Kohn-Sham-Gleichungen

Der wesentliche Defekt des TFD-Modells liegt in der Verwendung eines lokalen Funktionals
(1.37) fur die kinetische Energie begriindet, wihrend nach der Quantenmechanik 7" von
der Einteilchen-Dichtematrix, I'y, abhéngt. Um dieses Problem zu umgehen, schlugen Kohn
und Sham 1965 [33] folgende Vorgehensweise vor:

Wir zerlegen die Elektronendichte p in N Beitréige einzelner (Spin-) Kohn-Sham-
Orbitaldichten ¢;¢; und berechnen daraus die kinetische Energie:

N
p=> of oS
=1

N
T=Tks+ AT = —% D ($FFIVPG1S) + AT
i=1
Der Hauptteil der kinetischen Energie soll dabei in Tk g enthalten sein. Auf diese Weise wird
der wesentliche Nachteil des TFD-Modells umgangen, insofern AT klein gehalten werden
kann. Wir erinnern uns aus Abschnitt 1, dafl wir durch die Beschreibung des Systems
mit NV einfach besetzten Spin-Orbitalen in ein Modell nicht miteinander wechselwirkender
Quasi-Elektronen iiberwechseln, deren Wellenfunktion mit Hilfe einer Determinante aus
den N Orbitalen geschrieben werden kann.
Der wesentliche Punkt der Kohn-Sham-Theorie ist der, da} die Kohn-Sham-Orbitale
exakt die richtige Elektronendichte des Systems wiedergeben sollen, die ihrerseits mit dem
exakten Dichtefunktional die exakte Energie des Systems liefert, wiahrend die aus die-

sen Orbitalen aufgebaute Ein-Determinanten-Wellenfunktion keinerlei Ahnlichkeit mit der
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echten oder auch nur mit der HF-Wellenfunktion dieses Systems zu haben braucht. Offen-
sichtlich gibt es beliebig viele Moglichkeiten, p in Orbitalbeitrage zu zerlegen. Kohn und
Sham schlugen daher weiterhin vor, die Gesamtenergie des Systems in der Form
| N
Fxs = 3 Z<¢55|V2¢fs> + /dl (Ve + Vo) p(1) + Exc[p] + Ve (1.47)
i=1
zu schreiben, wobei alle Probleme, d.h. AT, die Elektronenkorrelation sowie der exakte
Exchange formal mit Exc[p] abgedeckt werden. Der Index XC' steht hierbei fiir , Ex-
change+Correlation”. > Wir erkennen, daf (1.47) genau der HF-Energie des Systems ent-
spricht, wenn wir fiir Ex¢c die Exchange-Energie des Hartree-Fock-Modells einsetzten. Die
Erfahrung mit dem HF-Modell hat gezeigt, daf3 dieses einen groflen Teil der kinetischen
Energie des Systems sowie die Schalenstruktur von Atomen und gebundene Molekiile lie-
fert. Die Entwicklung von verbesserten E'x¢ sollen aber iiber die HF-Naherung hinausgehen
und innerhalb eines Orbitalmodells die Berechnung der exakten Elektronendichte und der
exakten Gesamtenergie gestatten, wobei der wesentliche Teil der kinetischen Energie im-
mer noch in Tkg steckt. Die Anwendung des Variationsprinzips auf (1.47) liefert dabei
vollig analog zur Herleitung der HF-Gleichungen in Abschnitt 1.2 einen Satz effektiver
Einelektron-Gleichungen, die sog. Kohn-Sham-(KS-) Gleichungen:

h+ Ve + Vxel| o59(1) = ¢55(1) - ¢, (1.48)

mit der Funktionalableitung

(1.49)

Die mit diesen Gleichungen berechneten Orbitale ¢pX* entsprechen formal den kanonischen
HF-Orbitalen und kénnen genau wie diese z.B. nachtréglich lokalisiert werden. Wir werden
im Folgenden einige Moglichkeiten vorstellen, wie ein Ansatz fiir Fxc bzw. Vxco gemacht

werden kann. Bemerkenswert sind im Vorfeld aber noch folgende Punkte:

e Im Rahmen der sog. KS-Dichtefunktionaltheorie wird die kinetische Energie nicht

mit der Elektronendichte berechnet.

23Wir werden statt der deutschen Ubersetzung ,,Austausch-Korrelationspotential” o.4. dieses Ausdrucks
den Terminus ,,ExCor”-Potential etc. verwenden um a) den irrefithrend suggestiven Begriff ,, Austausch” zu
vermeiden und b) den vielen Bedeutungen von ,,Austausch” nicht noch eine weitere hinzuzufiigen. ,,;ExCor”
steht in diesem Zusammenhang fiir das, was im Zusammenhang mit praktizierter Dichtefunktionaltheorie

im Englischsprachigen mit ,,Exchange-Correlation” benannt wird.
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e Im Vergleich zur HF-Energie liegt die Gesamtenergie des berechneten Systems um
die sog. Korrelationsenergie E°™ = T 4 V" tiefer. Wegen des Virialsatzes mufl
bei Atomen und Molekiilen am Gleichgewichtsabstand V™ = —%T o gelten. Die
Elektronendichte eines Molekiils verlauft ziemlich ,,glatt”, so dal die KS-Orbitale
auch ziemlich glatt verlaufen miissen, um diese Dichte mit nur N Orbitalen in einer
vergleichsweise kleinen Basis mit der geforderten ,,Bedingung” T' ~ TH¥ darstellen zu
konnen. Wegen der ,,Glattheit” dieser Orbitale ist aber die kinetische Energie der KS-
Orbitale zu klein. Eine CI-Wellenfunktion enthélt viele Beitrige von knotenreichen
virtuellen Orbitalen, deren Dichtebeitrédge sich in ihrer Gesamtheit zu einer glatten
Molekiilsichte aufsummieren, die aber andererseits den notigen Korrelationsbeitrag
zur kinetischen Energie leisten konnen. Bei den KS-Orbitalen wird dieser Anteil allein

durch den potentiellen Energiebeitrag Fxc vermittelt.

e Innerhalb der KS-Theorie werden oft mit Hilfe der KS-Orbitale FEinelektron-
Eigenschaften (z.B. relativistische Energiekorrekturen oder eben auch die kineti-
sche Energie) berechnet, fiir die eigentlich die Einteilchen-Dichtematrix I'; des real
wechselwirkenden Systems und nicht TXS = STV ¢K5(1/)¢K5" (1) des nicht wechsel-
wirkenden Quasi-Elektronensystems bekannt sein mufl. Es ist noch nicht einmal von
vornherein klar, ob I'¥ | besser” ist als die entsprechende HF-Dichtematrix. In der
Praxis hat sich aber gezeigt, dal die Resultate, die mit I'S erhalten werden, i.A.
zufriedenstellend sind und meist die HF-Resultate im Vergleich mit experimentellen
oder genauen theoretischen Daten iibertreffen. Wegen der nicht nur formalen Ahn-
lichkeit der KS- mit der HF-Gleichung sind sich auch die entsprechenden Orbitale
sehr dhnlich, wahrend die KS-Orbitale aber eine genauere Gesamtdichte ergeben. Wir
werden uns im Folgenden daher ebenfalls an dieser gingigen pragmatischen Vorge-
hensweise orientieren und z.B. relativistische Einelektronbeitrige mit Hilfe von T'fS

berechnen. Im Prinzip ist dieses Vorgehen aber nicht ohne weiteres gerechtfertigt.

1.5.5 Die Hartree-Fock-Slater-Methode

Slater [34] hatte 1951 eine Methode vorgeschlagen, die Hartree-Fock- (HF-) Gleichungen
(1.28) zu vereinfachen. Insbesondere die Berechnung der Integrale mit (1.29d), dem so-
genannten Exchange-Operator K, und (1.24), den Exchange-Integralen, hatte es bis zu
dieser Zeit verhindert, aufler fiir die einfachsten Systeme das HF-Verfahren anzuwenden.

Slaters erster Ansatz war, die HF-Gleichungen so umzuschreiben, dal man sie als ,,nor-
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male” Schrodingergleichungen fiir die Orbitale interpretieren kann. Wir wollen hier die
Gedankenggéinge seiner Originalarbeit kurz nachvollziehen:

Wir schreiben die HF-Gleichungen noch einmal in ausfiihrlicher Form und formulieren
den Exchange-Term in einer anderen, aber zu (1.29d) dquivalenten Weise. Zwecks besser
Ubersichtlichkeit wird statt ¢; in den folgenden Formeln nur noch der Index i des Orbitals

geschrieben.

h(1) (1) +

Z/dQ () k(2) i] i(1)

-~

Ve(h)=/ d2p(2) ;-

[\

In dieser Form geschrieben, liest sich die letzte Gleichung wie eine Ein-Elektronen-Schrédin-
gergleichung mit den Potential-Funktionen Vg und Vi, dem Coulomb- bzw. Exchange-
Potential. Das Exchange-Potential ist fiir jedes Orbital verschieden, daher ist es nach dem
betreffenden Orbital indiziert.

Man kann das Exchange-Potential V3 durch eine Exchange-Ladungsdichte p' verur-
sacht interpretieren. Fiir p% gelten folgende Beziehungen:

Do () R(2) (1) i(2)
px(1;2) = g (1) 4(1) (1.50)
Vi =/d2-p3( (1:2) -

12
/d1d2-pf‘x(1;2) =1

peli2=1) == 3 k(1) k(1)

k mit
Spin wie 4

D.h. die Gesamt-Elektronendichte p bzw. die Potentiale innerhalb des Systems werden in
der Weise gegeben, dafl um den Ort des Elektrons Nr. 1, beschrieben durch das Orbital
1, formal gerade so viel Dichte abgezogen wird, dafl insgesamt genau die Ladungsdichte
eines Elektrons mit gleichem Spin fehlt (Fermi-Loch). Formal hat so eine Unterteilung des
Systems in Elektronendichten mit entgegengesetzter Spin-Projektion stattgefunden, d.h.
p = pr + p;, so daB um jedes Elektron mit Spin | insgesamt genau eine Ladung weni-

ger in p; auftaucht. Am Ort des Elektrons selbst besteht die restliche Ladungswolke nur
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noch aus p;. (Vom Pauli-Prinzip wird ja gerade gefordert, dafl am gleichen Ort nicht zwei
Elektronen mit gleichem Spin sein diirfen.) Wir haben es hier also mit einer ganz nach
klassischen Formeln interpretierbaren Exchange-Ladungsdichte zu tun, die ein selektiv auf
Elektronen mit gleichem Spin wirkendes Potential kreiert, das dafiir sorgt, daf3 diese Elek-
tronen einander ausweichen. Die Exchange-Dichte taucht nicht als real existierende Ladung
auf, jedoch wird sie genau wie die Elektronendichte durch die Orbitale festgelegt, d.h. die
Gesamt-Ladungsdichte ist so gestaltet, dafl px gerade die erforderlichen Eigenschaften auf-
weist. Von Hellmann [16] stammt der Vergleich des Fermi-Lochs mit dem ,,Mitschleppen”
einer entgegengesetzt geladenen Ionenwolke um ein Ion in Losung im Rahmen der Debye-
Hiickel-Theorie fiir starke Elektrolyte.

Slaters Vorschlag zur Vereinfachung der Hartree-Fock-Gleichungen war nun, das
Exchange-Potential so iiber alle Orbitale zu mitteln, dafl es fiir alle Orbitale den glei-
chen Wert annimmt. Begriindung fiir diese Vereinfachung war, da8 1. p’ fiir alle Orbitale
mit gleichem Spin am Ort 1=2 denselben Wert annimmt, 2. das Integral iiber p' stets
den gleichen Wert hat und 3. bei Systemen, die etwa gleiche Anzahl an Elektronen entge-
gengesetzten Spins haben, die Dichten p; und p; etwa gleich sein sollten, d.h. p% auch fiir
Orbitale mit entgegengesetztem Spin nur wenig verschieden wére. Da die Aufenthaltwahr-
scheinlichkeit eines Elektrons fiir einen Ein-Elektronen-Zustand gerade i*(1) i(1) betrigt,
bietet sich diese Grofle als Gewichtungsfaktor an. Die gemittelte Exchange-Dichte wird
daher definiert als:

e - ST (D) () K i)
> (1) i(1)
und wir erhalten so die effektive Einelektronen-Gleichung
hi(l) + [/d2~p(2) i} i(1) + [/d2~px(1;2) Ti} i(1) =i(1) & (1.51)

12 12

/
-~ -~

Ve Vx
Da der effektive Einteilchen-Operator in (1.51) wie der Fock-Operator (1.29a) die Orbitale

enthélt, benotigt man zur ,,Losung” dieser Gleichung ebenfalls eine SCF-Prozedur.

Durch die Mittelung des Exchange-Potentials bekommen die Orbitalenergien eine etwas
andere Bedeutung als im originalen HF-Formalismus: dadurch, daf§ man Gl. (1.51) als
Schrodingergleichung fiir die Grund- und angeregten Zusténde eines Elektrons im Potential
Vg = Vo 4+ Vx auffassen kann, gibt es keinen echten Unterschied mehr zwischen besetzten
und unbesetzten Orbitalen. Sie sind alle Losungen von (1.51) zu unterschiedlichen Energien.
Das Potential wird vorgegeben, und man erhélt Losungen fiir die tiefsten N Einelektron-
Zusténde und auch fir N+ 1, N +2....
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Slater hatte in seiner Arbeit nun weiter vorgeschlagen, anstelle des gemittelten HF-
Exchange-Potentials das des freien Elektronengases nach Dirac zu verwenden. Im Rahmen
der Kohn-Sham-Theorie [26,33] ist daher in die Einteilchen-Gleichung (1.51) an Stelle
des gemittelten Exchange-Potentials die Funktionalableitung 0Ey /dp (s. Anhang A und
Abschnitt 1.5.4) einzusetzen ?*. Fiir Fx aus (1.46) erhalten wir:

C0Ex 3 3

— Y = 1.52
Vx 5 50X 7T/)(7°) (1.52)

Wir haben an dieser Stelle den Parameter ay = 2/3 eingefiihrt. Slater hatte urspriinglich
ay = 1 gesetzt, da er (1.46) im Sinne von Ex = [dr - Vy p(7) gedeutet, und dieses Vy
direkt in die Einelektronen-Gleichung (1.51) eingesetzt hatte. Schon 1954 hatte Géspér auf
diesen Fehler aufmerksam gemacht [37]. Man mufl namlich ebenfalls den Ausdruck (1.52)
mit ay = 2/3 erhalten, wenn man in (1.45) den Exchange-Term durch (1.46) ersetzt und
die Energie beziiglich einer Variation der Orbitale stationér macht. Durch Vergleich von
Ergebnissen von Hartree-Fock-Slater-(HFS)-Rechnungen an kleinen Molekiilen mit experi-
mentellen Daten haben Baerends et al. [38] einen optimalen Wert von aox = 0.7 bestimmt,
der sich seither bewihrt hat®. Die Hartree-Fock-Slater-(HFS)-Gleichung lautet somit fiir
closed-shell-Systeme:

[f%(m + [ dr AR 3oy §p(ﬂ>] i(1) = i(1) (1.53)

Eine Verallgemeinerung auf open-shell-Systeme unterteilt die Elektronendichte in Bei-

trége unterschiedlichen Spins, p = p; + p;, und man erhélt die Local-Spin-Density-

24Von Knowles et al. wurde ein Mathematica-Programm publiziert, das die Funktionalabeitung von

Energiefunktionalen vom Typ [d1- f(p, 6;}, V2p) automatisch berechnen kann [35,36)
25Man kann nicht erwarten, da8 die Exchange-Energie des freien Elektronengases auch fiir Molekiile

passable Ergebnisse liefert, weshalb die Einfiihrung eines zu optimierenden Parameters sicherlich ohnehin
wiinschenswert wére. Es ist dennoch bemerkenswert, dafl man mit « ~ 2/3, nidmlich 0.7, so dicht am

richtigen theoretischen Wert fiir das freie Elektronengas liegt.
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Approximation. Die hierzu gehorige HFS-Gesamtenergie Fyprg lautet:

N
Enps = Ve + Z/dl Ci(1) hi(1)

45 [t o) o) (1.54)
B %CX U dL- (pr(1)"? + py(1)"7)
mit

/3
CXZ3QX3E

p(l)Spina = Z k*(1) k(1)

k mit Spin o

Die zugehorige Einelektronen-Gleichung fiir ein Orbital ¢ ist hiermit durch

1/3
i}(l)+/d2-@—0X ( > k*(l)k(l)) ispin (1) = i(1) & (1.55)

k mit Spin o

[\ J/
-~

Furs

gegeben.

1.5.6 Verbesserte Austausch-Korrelations-Dichtefunktionale

In den vergangenen Jahren wurden zahlreiche Vorschldge in der Literatur angegeben, das
,,Dichtefunktional” von Slater zu verbessern. Im Gegensatz zu den konventionellen ab-
initio-Verfahren ist allerdings die Vorgehensweise hier nicht so systematisch, d.h. es ist
nicht im Vorfeld klar, ob eine aufwendigere Rechnung auch tatséchlich in Atom- und Mo-
lekiilrechnungen die gewiinschte Verbesserung der Ergebnisse zur Folge hat. Hinzu kommt,
dafl praktisch alle sogenannten Dichtefunktionale parametrisiert sind, wobei die Parameter
an einen Satz von Molekiilrechnungen angepafit werden. Dies fiihrt zu der Ansicht man-
cher Autoren, die Kohn-Sham-Dichtefunktionalmethoden mit den semiempirischen SCF-
Methoden gleichzustellen, wenngleich auch erstere i.d.R. bessere und verléflichere Ergeb-
nisse liefern. Wir wollen hier einige gebrauchliche und im ADF-Programm verfiighare Er-

weiterungen der HF'S-Methode vorstellen, ohne dabei zu sehr ins Detail zu gehen.
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Local Density Approximation (LDA)

Mit dem Terminus LDA werden solche Dichtefunktionale belegt, die nur von der Elektro-

nendichte, nicht deren Ableitungen, als Funktion des Raums abhéngen, d.h.
B2 = [ a1 ViR o) - o)
= [an [VEPA (1) + VERA ()] - pl1)

Das Slatersche Exchange-Funktional VP4 enthilt nur Korrekturen, die die Exchange-
Energie des homogenen Elektronengases beriicksichtigt, wahrend die Korrelationsenergie
vernachlissigt wird. Von Vosko, Wilk und Nusair [39] (VWN) wurde daher ein weiterer
Korrekturterm VP4 vorgeschlagen, der die Korrelationsenergie des homogenen Elektro-

corr
nengases beriicksichtigt. Die funktionale Abhingigkeit von VP4

von p ist dabei selbst
beim Elektronengas nicht bekannt, doch konnten VWN eine Funktion herleiten, bei der
insgesamt 12 Parameter an sehr genaue korrelierte Rechnungen fiir das Elektronengas
angepafit wurden. Wir werden im Folgenden mit VWN die Kombination aus der VWN-
Korrelationskorrektur und dem Slaterschen Xa-Exchange-Term bezeichnen. Fiir diverse
,,Benchmark”-Atome (die Edelgasatome He-Xe) unterschitzt das VWN-Funktional die ex-
akte Exchange-Energie um etwa 10%, wihrend die berechneten Korrelationsenergien um
etwa 100% zu groB, die Fehler in letzteren absolut gesehen aber immer noch kleiner als die
Fehler in ersteren sind [40].

Von Stoll, Pavlidou und Preufl wurde diesbeziiglich angemerkt, dafl in Atomen und
Molekiilen die Korrelation nur fiir Elektronen unterschiedlichen Spins beriicksichtigt wer-
den sollte, da der Haupt-Fehler des VWN-Funktionals fiir Atome und Molekiile aus der
demgegeniiber im Elektronengas zu groflen Korrelation zwischen Elektronen gleichen Spins
stammt [41]. Mit dieser Korrektur zum VWN-Funktional in der Form

ESN = Ey NN [pas ps] — Een " [Pas 0] = Ean N[0, pa]

betragen die durchschnittlichen Fehler in den Korrelationsenergien der Edelgasatome nur
noch 10%.
Gradientenkorrekturen (GGA)

Ein wesentlicher Nachteil der bisher vorgestellten LDA-Methoden ist, dafl sie aus den Ei-
genschaften des homogenen Elektronengases abgeleitet sind. In Atomen und Molekiilen

ist die Elektronendichte aber auf atomarem Mafistab exponentiell inhomogen, so dafl in
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der Literatur schon friith die Verwendung von Gradienten der Elektronendichte in Vx¢
vorgeschlagen wurde. GGA steht dabei fiir ,,generalized gradient approximation”. Diesen
Schritt war auch von Weizsécker schon 1935 bei der Verbesserung des TFD-Modells gegan-
gen, so dafl eine Erweiterung in dieser Hinsicht auch fiir die Kohn-Sham-Methoden auf der
Hand lag. Weit verbreitet ist dabei die Verwendung des sog. ,,Becke”-Funktionals. 1986
wurde von Becke [42] folgender 2-parametriger Korrekturterm zur Slater-Exchange-Energie

vorgeschlagen:

2
GGA _ pLDA a3 s
EX7" =Ey bagaﬁ/dl Py 71_1_77]3

No = % ; b,y = Parameter
Po
Hierbei spielt die Inhomogenitét der Elektronendichte, fiir die Vp in 7, als Mafl genommen
wird, eine wichtige Rolle. Becke hatte obige Formel auf Grund von Uberlegungen zur funk-
tionalen Form des sog. Fermi-Lochs, d.i. das gegenseitige Ausweichen Elektronen gleichen
Spins auf Grund des Pauli-Prinzips, gefunden. Eine wesentlichen Verbesserung gegeniiber
dem ,,Becke86”-Funktional ergibt die von Becke 1988 vorgestellte Gradientenkorrektur zur

Exchange-Energie [43]:

2
EGGA _ ELDA —b /dl . 4/3 Ny 1.56
X X Z Peq + 6bn, arcsinh 7, (1.56)

o=a,B

Den Parameter b hatte Becke durch Fit an HF-Daten der Edelgasatome bestimmt.
b = 0.0042 a.u.. Insbesondere das letzte Funktional ist vom theoretischen Standpunkt
aus befriedigend, da es das richtige asymptotische Verhalten von Vy — —1/r fiir Elektro-
nen gleichen Spins liefert. Beide Gradientenkorrekturen sind in ADF verfiighar, wobei das
Becke88-Funktional i.d.R. zufriedenstellendere Ergebnisse fiir viele Molekiile liefert.

Von Perdew wurde 1986 eine Gradientenkorrektur fiir die LDA-Korrelationsenergie an-
gegeben, die ebenfalls in ADF zur Verfiigung steht. [44,45]. Eine Kombination des VWN-
Funktionals mit den Gradientenkorrekturen von Becke und Perdew wird heute vielfach
mit groflem Erfolg bei der Berechnung von Molekiilen eingesetzt und dient als de-facto
Standard bei ,,Benchmark”-Rechnungen. Wegen der Parametrisierung an leichtatomige
Molekiile sind diese Funktionale der VWN- oder HFS-Methode bei schweratomigen Syste-
men aber nicht unbedingt {iberlegen. Wir haben z.B. bei ADF-Rechnungen an zweiato-
migen Goldverbindungen mit VWN oder VWN+Stoll-Korrektur recht gute Erfahrungen
gemacht. Ahnliches wird in [46,47] berichtet.
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Die Gradientenkorrekturen werden auch oft in der Literatur als ,,nichtlokale” Korrek-
turen zur LDA-Energie bezeichnet, da die Berechnung von Vp(7) die Kenntnis der Elek-
tronendichte in der Nachbarschaft von 7 voraussetzt. Allerdings ist V.&§“ immer noch ein
lokaler, d.h. multiplikativer Operator, der nur von 7 abhédngt und steht damit im Gegen-

satz z.B. zum HF-Exchange-Operator K , der eben nicht in einfacher Weise in der Form
[dr’- A(F,7") - 6(F" — F) geschrieben werden kann.

Neuere Arbeiten von Becke, die auf einer detaillierten Untersuchung des Erfolges von
sog. Hybridmethoden wie ,,B3LYP”, bei denen die Exchange-Energie als eine Mischung
aus HF-Exchange und Kohn-Sham-Exchange (z.B. mit dem Becke88-Funktional) berech-
net wird, aufbauen, zeigen neue Ansitze fiir Gradientenkorrekturen, in denen nicht |Vp|
sondern V?p die zentrale Rolle spielt. Diese Arbeiten stellen in Aussicht, mit GGA-
Korrekturen, die auf V?p beruhen, die gleiche oder eine bessere Genauigkeit wie mit den
Hybridmethoden zu erhalten, ohne einen Teil der Exchange-Energie mit Hilfe der HF-
Methode zu berechnen. Letzteres ist ndmlich nur in Programmen moglich ({iblicherweise
traditionelle HF-Programme, die um DFT-Moglichkeiten erweitert wurden), die die HF-
Exchange-Integrale auch tatsdchlich berechnen kénnen, wéhrend dies in DFT-Programmen

wegen der Rechenzeitersparnis ja gerade iibergangen wird.

Selbstwechselwirkungskorrektur (SIC)

Mit der Umformung (4.12) wird eine unphysikalische Coulomb-Selbstwechselwirkung
SIC= 3" i = 3 [ didz v - 22)ot)

in die HF-Energie eingefiihrt, die aber durch einen entsprechenden Selbst-Exchange-Term
wieder exakt korrigiert wird. In den bisher vorgestellten Kohn-Sham-Methoden, die alle
im Grunde auf der erwdhnten Umformung basieren, da die Coulomb-Energie stets mit der
Elektronendichte berechnet wird, fithrt daher diese Selbstwechselwirkung besonders bei
Einelektronsystemen, aber auch bei Mehrelektronsystemen, zu Fehlern. Auch die Gradien-
tenkorrekturen fiir Ex eliminieren diese Selbstwechselwirkung nicht vollstindig, weshalb
(insbesondere von Perdew et al., z.B. in [48]) in der Literatur Vorschlage fiir die sog.
Selbstwechselwirkungskorrektur (engl.: self interaction correction, SIC) gemacht wurden,

die aber z.Zt. in ADF noch nicht zur Verfiigung steht. Die Vorgehensweise ist in etwa
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folgende:

EXE = Exclpa, ps] — ZZ (J% + Excl¢?,.0])

Damit ist allerdings das effektive Potential in den KS-Gleichungen fiir jedes Orbital ver-
schieden, so daf} eine wesentliche Vereinfachung der HF'S- und erweiterter Methoden ge-
geniiber dem HF-Modell verschwindet. So gehoren die sog. optimized-potential-Methoden
zu den ,,Dichtefunktional”-Methoden, bei denen ebenfalls V.4 — wie iibrigens bei der HF-
Methode auch — fiir jedes Orbital individuell optimal gew&hlt ist. Ob man dies noch zu
den Dichtefunktionalmethoden zéahlen mag, oder vielleicht als Orbital-Funktional-Methode
bezeichnen mdochte, zu denen dann die HF-Methode ebenfalls gehort, bleibt wohl dem Ge-

schmack des Erfinders iiberlassen.

1.5.7 Das Amsterdam-Density-Functional Programm

Baerends, Ellis und Ros [38] stellten 1973 einen LCAO-Ansatz zur Losung der HFS—
Gleichungen (1.55) per Computer vor. Dieses Programm wurde seither besténdig weiter-
entwickelt und um neuere Entwicklungen zur Berechnung von Vxs ergédnzt. Das an der
Amsterdamer Freien Universitdt entwickelte Programmsystem ADF liegt seit Anfang 1996
in der kommerziell vertriebenen Version 2 vor [49].

Zur Beschreibung der Molekiilorbitale ¢; werden auf den Atomen zentrierte cartesische

Slater—Basisfunktionen vom Typ
x =N -gle . ylv. gl pni=L, exp(—ar) (1.57)

mit der Drehimpulsquantenzahl [ = [, + [, + [, verwendet. Sei B die Zahl der Basisfunk-

tionen, so wird ein Orbital durch

B
=> x:Chi (1.58)
r=1
dargestellt. Zur Losung der Matrix-Darstellung
FHFSC = SCe (159)

der Ein-Elektron-Gleichungen (1.55) wird ein Raster von Punkten um das Molekiil gelegt,

auf dem eine numerische Integration ausgefiihrt werden kann. Jeder der Punkte 75 bekommt
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einen Gewichtungsfaktor w(7), der so bestimmt wird, daf§ [ dr-p(7) = >, w(r) p(7) = N
gilt.

Die Minimierung der Gesamtenergie beziiglich der Koeffizienten C,; mit ergibt die energe-
tisch besten Orbitale. Aquivalent dazu im Falle einer unendlich groBen Zahl von Punkten
ist es, die Matrixelemente

Punkte

0= [ 60 (Furs — =)o) = Y- w(is@F -~ e)om) (100

!
zum Verschwinden zu bringen. Bei einer endlichen Zahl von Punkten kann (1.60) im Mittel
durchaus immer noch praktisch Null werden, obwohl die mit einer kleinen Punktemenge
berechneten optimalen ¢’s grole Unterschiede zu den tatséchlichen Eigenfunktionen von
E 'wrg aufweisen werden. Die Matrixelemente eines Operators A innerhalb dieses numeri-

schen Verfahrens werden durch
Ay =" w(m)ei (i) - Agy(i) (1.61)

dargestellt. Fiir eine zunehmende Zahl von Integrationspunkten sollten diese Summen ge-
gen die tatséchlichen Integrale sowie die Orbitalenergien gegen die echten Eigenwerte von
Fyrg konvergieren [50].

in Problem bei diesem Verfahren ist die enorme Zahl zu berechnender Mehrzentren—
Integrale fiir den Coulomboperator Vi in der Basis—Approximation (1.58) (sowie fiir V¢,
wenn ein Gradienten-Austausch-Korrelationspotential verwendet wird). Wenn man die
Elektronendichte mit Hilfe einer Summe aus Ein-Zentren-Funktionen f; darstellen koénnte,
sparte dies viel Rechenzeit und Speicherplatz?®.

MO- MO- occ
Basis Basis MOs

p() = D2 D0 D 0xsCliCoi = 3 3 P (Mo ()

Fit-
Basis

GRS (1.62)

¢ sel die durch Einzentrenfunktionen geniherte Dichte. " Die Koeffizienten a; werden

26Dje Fit-Funktionen sind ebenfalls cartesische Slater-Funktionen, weshalb die in ADF vorhandenen
Routinen fiir Ein- und Zweizentren-Integrale mit Slaterfunktionen und weitere Hilfsprogramme fiir AO-

und Fit-Basis gemeinsam (auch gemischt) verwendet werden konnen.
2"Die Verwendung einer solchen Fit- oder Hilfs-Basis ist mittlerweile auch in anderen quantenchemischen

Programmpaketen — z.B. Turbomole — nicht nur bei Dichtefunktionalrechnungen zur Reduktion des

Rechenaufwandes iiblich
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durch Minimierung von [(p — p')?dF nach einem Standard-Least-Squares-Verfahren ermit-
telt. Zu Einzelheiten siehe [51].

Die DFT-Gesamtenergie bzw. im Frozen-Core-Formalismus die Valenz-Energie wird in
ADF nicht explizit berechnet, da sich in der Vergangenheit herausgestellt hat, dafl auf
diese Weise berechnete Bindungsenergien BFE als Differenz zweier grofler Gesamtenergien
von Molekiil und Summe der Atome mit der numerischen Integration nicht genau genug
erfafit werden. Statt dessen basiert die ADF-Rechnung auf sogenannten ,,Fragmenten”
(meist den Atomen) als Bausteine fiir ein Molekiil. Die Bindungsbildung im Molekiil wird
so durch den Ubergang der Elektronendichte von der Summe der Fragmentdichten p; an
den Atompositionen zur endgiiltigen Molekiildichte p; beschrieben. Ziegler konnte in [52]

zeigen, daf} die Bindungsenergie in der Form

s~ [ar-([" o o)) tor - ) (1.63)

pi
geschrieben werden kann. Das Integral mit dem Fock-Operator kann ohne groflien Fehler

durch eine (Simpson-) Quadraturformel angenahert werden:

Flod + 2 Elpw] + ~Floy]

Pfd P 1 1
. 1 ~ — _
/ pr Elp(1)) = Floi) + = .
mit
1
pmzi(pﬂrpf)

Da in der Formel die ,,Ubergangs-Dichte” p,, vorkommt, hat sich die Bezeichnung ,, Tran-
sition State”’-Prozedur fiir diese Weise der Bindungsenergie-Berechnung in der Literatur
etabliert. Die auf diese Weise mit ADF berechneten Bindungsenergien sind héufig von sehr
guter Qualitét, obwohl die DFT-Gesamtenergien wegen der in den letzten Abschnitten
erwahnten Ndherungen héufig mit grolen Fehlern behaftet sind.

Innerhalb des ADF-Programms wird mit verschiedenen Basissdtzen hantiert. Insbe-
sondere geschieht dies, weil in nahezu allen Rechnungen die Frozen-Core—Vereinfachung
angewendet wird (s.z.B. [2Jund Abschnitt 1.5.8).

Die verwendeten Basissitze sind

1. der Satz primitiver, auf den Atomen zentrierter Slaterfunktionen. Diese Basis ist
dquivalent zu den in {iblichen SCF-Programmen verwendeten Basissétzen (besteht
allerdings, wie erwihnt, aus Slater—, nicht aus Gaufifunktionen). Es wird i.d.R. eine

multi-(—polarisierte Basis fiir die ,,Valenzschale” verwendet. Zur Valenzschale gehort
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alles, was sich bei chemische Verdnderungen mitverdndert, etwa 3s3p—Schalen der

ersten Ubergangsmetallreihe, d.h. wesentlich mehr als im naiven chemischen Sinne.
2. die aus der primitiven STO-Basis kombinierte symmetrieadaptierte Basis,

3. ein um die Zahl der Corefunktionen erweiterter symmetrieadaptierter STO-Satz. Die-
se Basis wird auf den Core-Orbitalen orthogonalisiert, um spéter sicherzustellen, dafl
die Valenz—Zustandsfunktion aus dem Hilbert-Raum der fast exakten Core-Orbitale

herausprojiziert ist (um einen Variations-Kollaps zu vermeiden),

4. die auf den Frozen-Cores orthogonalisierte symmetrieadaptierte Basis wird orthonor-
miert. Da die Orthonormierungsprozedur dhnlich einer Léwdin—Orthonormierung ist
(siehe auch den Anhang zu Basistransformationen), wird diese Basis, in der letztend-

lich die SCF—Prozedur ausgefiihrt wird, im ADF-Jargon ,,Lowdin-Basis” genannt,

5. eine Basis, gebildet aus den SCF-Orbitalen der Fragmente des Molekiils (Fragmente
sind in den meisten Féllen die beteiligten Atome, kénnen aber auch grofiere Unter-

einheiten wie z.B. Komplex-Liganden sein),

6. eine hieraus kombinierte symmetrieadaptierte Basis, in welcher z.B. Orbital-
Populationen oder MO-Koeffizienten im Output angegeben werden. Diese Basis

wird SFO-Basis genannt (fiir Symmetrized Fragment Orbitals);

7. hiervon unabhéngig existiert die Basis der Fit-Funktionen, in der die Dichte darge-
stellt wird.

8. Da die Dichte stets totalsymmetrisch ist, werden aus den Funktionen der Fit-Basis
totalsymmetrische Linearkombinationen erzeugt, die sogenannte Fit-A1-Basis. Der
rechenintensive Dichtefit selbst wird in dieser Fit-A1-Basis ausgefiihrt, und die Dar-

stellung von p spéter auf die Fit-Basis transformiert.

Der Vorteil der Lowdin—Basis liegt auf der Hand: sie ist symmetrieadaptiert und or-
thonormiert, was zu programmierende Formeln stark vereinfacht und die Rechenzeiten bei
Anwendung von Symmetrie extrem verkiirzt. Werden Orbitale unterschiedlicher Symme-
trie etwa zu Lokalisierungszwecken linearkombiniert, ist die ADF-Programmierung sehr
mithsam [53]. Weiterhin wird fiir Prozeduren, die keine Einzelheiten iiber MO’s in den
Output schreiben, je nach Problemstellung und Vorlieben des jeweiligen Programmierers

einer der oben beschriebenen Basissdtze verwendet, was zwar manchmal die Rechenzeit
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verkiirzen mag, die Anderung von Programmteilen aber sehr schwierig gestaltet. So bezie-
hen sich alle Routinen des SCF-Cyclus auf die Lowdin-Basis, wihrend z.B. die Gradienten-

Berechnung auf die SFO-Basis zuriickgreift.

1.5.8 Frozen-Core-Niherungen

Alle Atome auler Wasserstoff und Helium, die das Periodensystem aufbauen, haben so-
genannte fest gebundene , Rumpf-Elektronen”. Im Orbitalmodell sind dies solche Einteil-
chenzustinde, die ihre Dichtemaxima in der Ndhe des Atomkerns haben und bei denen
die starke Kern-Elektron-Anziehungsenergie den dominierenden Anteil der stark negativen
Orbitalenergie ausmacht. In chemischer Vorstellung sind solche atomaren Rumpfschalen
chemisch inert, d.h. in einem Molekiil nur sehr wenig verschieden von denen der freien
Atome. Eine mehr physikalische Formulierung ist die, dafl die Potentiale von Kern und
benachbarten Orbitalen fiir Rumpfelektronen so grofl sind, dafl die Nachbarschaft weite-
rer Atome diese nur wenig verdndert. Die energetisch tiefliegenden Eigenzusténde eines
molekularen effektiven Hamiltonoperators konnen daher einer symmetrieadaptierten Li-
nearkombination von Eigenzustédnden der entsprechenden atomaren Hamiltonoperatoren
sehr dhneln.

Indem nun den Ansatz gemacht wird, dafl die Rumpf-Orbitale eines Molekiils tatséchlich
exakt den undeformierten Rumpforbitalen der beteiligten Atome entsprechen, kann bei der
Losung eines molekularen Problems viel Rechenzeit eingespart werden, da die Rumpfor-
bitale in einer vergleichsweise giinstigen Atomrechnung bestimmt und wahrend der Mo-
lekiilrechnung festgehalten werden koénnen. Dies ist die sogenannte Frozen-Core-Nihe-
rung. Man berechnet hierbei den Fock- oder Kohn-Sham-Operator des molekularen Sy-
stems aus den molekularen Valenz- und den atomaren Rumpf-AQOs, 16st dann aber die
entsprechende Eigenwertgleichung nur noch fiir die (wenigen) Valenzorbitale. Letzterer
Rechenschritt skaliert rechentechnisch wie B?, wenn B die Anzahl der Basisfunktionen fiir
das Molekiil ist. Ein Beispiel soll uns die Reduktion des Rechenaufwandes verdeutlichen:
das Aus-Molekiil hat 158 Elektronen entsprechend 79 doppelt besetzten MOs. Nehmen wir
an, dafl beim Gold nur die 5d- und die 6s-Schale bei der Molekiilbildung chemisch rele-
vant sind, so brauchen in der Frozen-Core-Rechnung lediglich 11 doppelt besetzte Orbitale
variationell bestimmt zu werden. Der Rechenaufwand der Allelektronen- zur Frozen-Core-
Rechnung betriagt damit beziiglich der Losung der Eigenwertgleichung fiir das gewéhlte
Beispiel etwa einen Faktor 42. Die tatséchliche Rechenzeitersparnis fiir die gesamte Mo-

lekiilrechnung ist allerdings nicht so drastisch, da der Aufbau des Fock-Operators einer
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der ,,Flaschenhilse” der Rechnung ist. Hierbei wird in der Frozen-Core-N&herung keine
Rechenzeit eingespart.

Bei Frozen-Core-Nédherungen ist es sehr wichtig, die vom Pauliprinzip geforderte Ortho-
gonalitéit von Valenz- und Rumpf-Orbitalen sicherzustellen. Andernfalls erleidet das System
einen sogenannten Variationskollaps, d.h. die Eigenlosungen fiir die Valenz-Orbitale ndhern
sich in der Variationsrechnung denen der tiefsten Rumpforbitale. Indem die Valenzorbitale
explizit auf den Frozen-Core-Orbitalen orthogonalisiert werden, 1&t sich der Variations-
kollaps vermeiden. Die so bestimmten Valenzorbitale haben daher in Frozen-Core-Néhe-
rung ganz analog zu Allelektronenrechnungen Orthogonalisierungsschwiinze im Bereich der
Rumpfschalen (eng.: Core-Wiggles). Im ADF-Programm wird jede Valenz-Basisfunktion
mit Hilfe eines Minimal-Basissatzes fiir den Rumpfbereich auf den Rumpforbitalen ortho-
gonalisiert, so daf§ die in dieser Basis dargestellten Valenzorbitale automatisch auf den
Rumpforbitalen orthogonal sind.

Noch mehr Rechenzeit als in Frozen-Core-Rechnungen 148t sich einsparen, wenn nicht
explizit die Rumpforbitale sondern das durch sie verursachte, auf Valenzelektronen absto-
Bend wirkende effektive Potential zum Aufbau des Fock-Operators verwendet wird. In die-
sem Fall werden die in Hartree-Fock-Programmen (zumindest theoretisch) anfallenden B*
Rechenschritte zum Aufbau des Fock-Operators nur fiir die Valenzorbitale bzw. deren Ba-
sisfunktionen nétig. Der urspriingliche Ansatz dieser Pseudopotential- oder ECP-Methode
(fiir Effective Core Potential) war, Rumpf- und Valenzorbitale so zu transformieren, daf die
inneren Knoten der Valenzorbitale verschwinden, der Valenzcharacter des dufleren Dichte-
maximums aber erhalten bleibt (sog. Goddard-Kahn-Melius-ECPs). Von Huzinaga wurden
Pseudopotentialverfahren entwickelt, bei denen die innere Knotenstruktur der Valenzorbi-
tale erhalten bleibt. Bei beiden Typen von Pseudopotentialen ist der Fock-Operator von

der speziellen Form

mit

heg =T + VS + P

Atome Q
Veff _ eff, A 1
Ho= = 3 T 0
Core-
) Orbitale
P= 3" |6y Bilop
k
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P ist ein Projektionsoperator, der aus dem Hamilton-Unterraum der Core-Orbitale her-
ausprojiziert. Die By, werden bei ECP-Rechnungen oft so gewihlt, dafl sie den Betrégen der
Rumpf-Orbitalenergien entsprechen. Die f4(r) werden durch Fits an atomare Allelektro-
nenrechnungen angeglichen, so daf§ die ECP-Rechnung fiir diese Systeme korrekte Orbitale
und Orbitalenergien liefert. In Molekiilrechnungen kénnen die ECPs analog den Frozen-
Core-Orbitalen dann festgehalten werden. Fiir eine kurze Einfiihrung zur ECP-Methode
siehe z.B. [54]. Von Schwarz wurde in [55] die allgemeine Form moglicher Pseudopotential-
operatoren diskutiert. Wir wollen hier nicht ndher darauf eingehen.

Da im ADF-Programm speziell fiir schweratomige Systeme die Frozen-Core-Naherung
angewendet wird, wollen wir an dieser Stelle einen Ausdruck fiir den Valenzanteil der
DFT-Gesamtenergie herleiten, da wir diese in Kapitel 6 fiir unsere Untersuchungen rela-
tivistischer Energiekorrekturen benotigen. ADF berechnet die Gesamtenergie eines Atoms
oder Molekiils nicht explizit, da sich in der Vergangenheit herausgestellt hat, daf§ erstens
HFS-Gesamtenergien ohnehin keine allzu gute Ndherung der exakten Energie darstel-
len, wiahrend Energiedifferenzen wie Bindungsenergien recht genau wiedergegeben werden
konnen, und zweitens die Berechnung solcher Energiedifferenzen mit zufriedenstellender
Genauigkeit bei vergleichsweise wenigen Integrationspunkten numerisch wesentlich exak-
ter mit Hilfe der Transition-State-Methode (vgl. Abschnitt 1.5.7) erfolgt.

Zur Abtrennung des Valenzanteils von der Gesamtenergie schreiben wir die DFT-

Gesamtenergie fiir reelle Orbitale in der Form

Kerne

EPTT — — Z ¢z|v2|¢z )+ Z Z/dl 7“1,4 2(1)
h T N VN& y
ENf
+ = Z/dl/dQ Z¢2 1) + Exclp] + Eoue
. VC ] g
Fo

und unterteilen willkiirlich unter Verwendung der Frozen-Core-Orbitale in Rumpf- und

Valenzanteil:

EDFT — rJeore + Tval + E}:\?ée E]\?é + Ecore core Ecore—val

+ Eéal-val + ZEXC core] + AvalEXC + Enuc
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mit
core
eore Z ¢k‘v2’¢k
1 val
val ) 20 4
B = B + B
:Z/dl QA core+ZZ/d1 QA core
1 1A A DA A
_QA 1
Eval — dl - va.
e Z/ 1A P
A
Eéore—core Ecore core | Ecore core
_ _Z/dl core core+ Z Z /dl core core
A BAA
Eéore-val — /dl X Vé/alpcore — /dl X Vccorepval
Eéal-val — /dl X Vgalpval
AvalEXC _ EXC[ core | pval ZEXC core
_ Z QaQp
nuc =
A BAA Rap
und

core

_Z¢2
e [t

core

12

core _

core _

val

= ¢
val
: Val / 2 . Z ¢ T

Atome
core
=2 A

Atome

E core

12

Es heben sich so bei der Berechnung der Bindungsenergie mit Frozen-Cores die Beitrége

von T°°" die atomaren Anteile von E&™ " und ES:¢, ndmlich EZ&7 " und

NeoAs SOW1e

o8



1. Begriffe und Methoden der Quantenchemie

> 4 Exclp?] in der molekularen Gesamtenergie bzw. in der Summe der atomaren Energi-
en exakt weg und brauchen daher bei der Molekiilrechnung nicht beriicksichtigt zu werden.
Der Hauptbeitrag zur vergleichsweise riesigen Gesamtenergie schwerer Atome stammt dabei
von EFC¢,. Die Beriicksichtigung des ExCor-Potentials in der Valenzenergie ist wegen der
Nicht-Linearitdt von Ex¢ bzgl. der Elektronendichte i.A. nicht in einfacher Weise moglich,
der obige Ansatz ermoglicht aber eine Abtrennung eines ,, Rumpf-Anteils” von Exc, so
dafl Differenzen molekularer und atomarer Valenz-Energien die richtige Bindungsenergie
ergeben 2. Wir definieren so die Valenz-Energie eines Systems als

Eval Tval +Eval +Eval-val +Ec0re val +AvalEXC + Egoiizgore 4 ]C\?er?AB +Enu3 (164)

-~

~
elektronische Valenz-Energie EY#! ~ Effektive Rumpf-Rumpf-WW EZgre

o val| fyval val core-core core
- <\I} ‘H ’\Ij > + EC,AB + ENe,AB + Enuc

mit
f{val _ Q <T + VN@ + v'exéal-i—core) Q
Q=QT=1—-P ; aleB,=1
Q\I/val \Ijval
Hval\pval \Ijval Eval

Vyalteore goi dabei so gewidihlt, daB EY? den ExCor-Anteil A" Ex o enthilt. QUval = pal
heift: ¥'? ist Eigenfunktion von Q zum Eigenwert 1; wir wihlen UV als simultane Eigen-
funktion von Q und ]:Ival, d.h. Qﬁ"al = I;T"aIQ.

Die explizite Berechnung der Terme T und E¥ 148t sich umgehen, da die Orbital-
energien der Valenzelektronen bekannt sind:

val

Zgz Tval+Eval /dl [Vcore_}_VC\'/al} pva1+/d1 . VXC[pcore+pval]pval

Durch Vergleich mit (1.64) finden wir:

val

Eval Z £ — / Vval val / dl - VXC[ pcore + pval] pval +A EXC

+Enuc+22/d1 QA core+ ZZ/dl 50ée i{)re (165)

A B#A A B#A

28Die Valenz-Energie soll nur den Term AFExc enthalten. Zur Berechnung der Bindungs-
energie eines Molekiils bilden wir die Differenz der Valenzenergien: AE)“?OC1 — Y 4AExca =

(Exclp™'] =X 4 Exclp™]) — Y4 (Exclpal — ExclpX™]) = Exc[p™] = Y. 4 Exclpal.
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1.5. Dichtefunktionaltheorie

Die untere Zeile in (1.65) kann ohne allzu groen Fehler durch die effektive Rumpf-Rumpf-
Wechselwirkung
1 eff Meff
Ege=5)" @iy (1.66)

24 B#A Rap

ersetzt werden. QI ist dabei die Kernladung des Atoms A abziiglich der Zahl der Elek-
tronen im Frozen-Core. Sofern die Riimpfe der Atome nicht merklich iiberlappen, ist diese
Ersetzung eine gute Ndherung, aus der dann auch leicht z.B. der resultierende Anteil der
Rumpf-Rumpf-WW zur interatomaren Kraft berechnet werden kann. Bei kleinen Kern-
abstdnden und grofien Frozen-Cores erwarten wir selbstverstéindlich Abweichungen von
dieser Niherung. Die Berechnung der Valenz-Energien nach Gl. (1.65) wurde in das ADF-
Programm implementiert. In Abb. 1.1 auf der néchsten Seite ist an drei in Kapitel 6
untersuchten Beispielen gezeigt, daf selbst bei vergleichsweise kurzen Kernabstéinden F e
eine gute Naherung fiir die echten Rumpf-Rumpf-Coulomb-Wechselwirkungen darstellt.
Wir werden dies spéter bei der Berechnung von Hellmann-Feynman-Kréften in Frozen-

Core-Néherung ausnutzen (vgl. Abschnitt 4.7 und Kapitel 5).
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Abbildung 1.1: Coulomb-Kern-Kern + Rumpf-Kern + Rumpf-Rumpf-Wechselwir-
kungsenergie (untere Zeile von Gl. (1.65)) einiger zweiatomiger Au-Verbindungen nach
ADF-Rechnungen gegen den Kernabstand R aufgetragen (Punkte). Beim Au umfafit der
Frozen-Core die 1s-5sp-Schalen (68 Elektronen), beim Cl die 1s+2sp-Schalen. Die die Punk-
te verbindenden Linien stellen die effektive Rumpf-Rumpf-WW-Energie ES¢ = Q¥Q4 /R
dar. Die Ubereinstimmung ist bei den untersuchten Kernabstéinden gut. Beim AuCl sind
die Abweichungen stets kleiner als 0.001 eV, fiir AuH (kurze Abstdnde) und Auy (2 groBe
Frozen Cores) sind die Abweichungen A explizit eingezeichnet. Sie sind nur bei sehr kur-
zen Kernabstdnden merklich gréfler als 0.1 eV und nehmen exponentiell mit R ab. Die

Genauigkeit der numerischen Verfahren ist hier in der Grofenordnung von meV.

1.6 Zur Interpretation quantenmechanischer Erwar-

tungswerte

Die anschauliche Erklarung eines naturwissenschaftlichen Phinomens mufl auf das intuitive
Verstdndnis von mathematischen Formeln hinzielen. Die Quantenmechanik ist eine holi-
stische Theorie. Z.B. sind Erwartungswerte Integrale iiber den ganzen Raum, wobei die
verschiedenen raumlichen Beitrdge durch Integralumformungen verdnderbar, verschiebbar

sind. Wir wollen deshalb sagen: Fin Meffwert entsteht dort, wo der Integrand groff ist bzw.
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1.6. Zur Interpretation quantenmechanischer Erwartungswerte

ein Meflwert entsteht in Raumbereichen, wo der Integrand grofSe Beitrige zum Gesamt-
Integral liefert. Die Aussage, wo ein MeBwert entsteht, héingt demnach (etwas) von der
verwendeten mathematischen Formulierung ab. Chemiker erklidren die Chemie gern mittels
der ,,Valenzelektronen”. Dazu passen quantenmechanische Formeln, bei denen die Haupt-
beitrége aus dem Valenzbereich stammen. Unterschiedliche mathematische Formulierungen
desselben (mefibaren) Endergebnisses erzeugen unterschiedliche, u.U. paradoxe physikali-
sche Interpretationen des untersuchten Sachverhalts. Als Beispiel mag die Berechnung
von molekularen Wellenfunktionen im Allelektronen- oder Pseudopotential- oder Frozen-
Core-Bild oder die Berechnung relativistischer Effekte mittels 2- oder 4-komponentiger
Funktionen dienen.

Wegen moglicher Mifiverstdndnisse sind an dieser Stelle noch drei Anmerkungen wich-

tig:

e Wenn wir Erwartungswerte auf Beitrdge aus unterschiedlichen Raumbereichen un-
tersuchen, so werden die Begriffe ,,Rumpfbereich” und ,,Valenzregion” etc. verwen-
det. Damit ist i.d.R. die willkiirliche rdumliche Unterteilung der Elektronendichte
gemeint, nicht etwa die (nichtdefinierbaren ) Beitrége von ,,Rumpf- und Valenzelek-
tronen”. So meint z.B. die Aussage: ,,Die relativistische Energieinderung stammt
aus der K-Schale” Folgendes: das Integral fiir den relativistischen Energieerwarungs-
wert entsteht im gewéhlten Formalismus im rdumlichen Bereich der K-Schale. Was
der rdaumliche Bereich der K-Schale ist, wird durch die Schalenstruktur der Elek-
tronendichte festgelegt. Die Elektronendichte in der K-Schale stammt im Orbitalbild
nicht nur von den K-Elektronen, da die ,,Valenz”-Orbitale noch innere Dichtemaxima
haben.

e Die Elektronendichte eines Atoms oder Molekiils ist eindeutig festgelegt. Jedes an-
gemessene Bild zur Beschreibung eines Systems mufl die Elektronendichte korrekt
wiedergeben. Die Zuordnung bestimmter Eigenschaften der Elektronendichte zu be-
stimmten Orbitalen, etwa Rumpf- oder Valenz-Orbitalen (Chemiker sagen hier filsch-
lich oft -Elektronen statt -Orbitale), ist dabei in gewissem Umfang willkiirlich, da die
Orbitaldichten keine physikalische Realitét besitzen. So meint die Aussage: ,,Die Elek-
tronendichte ist im Bereich der K-Schale polarisiert” nicht, daf3 die Elektronendichte
der K-Schalen-Orbitale polarisiert ist. Der Polarisationseffekt der Elektronendichte
kann als Polarisierung der K-Orbitale gedeutet werden, aber jede unitére Transfor-

mation der Orbitale, die z.B. die Polarisierung der Elektronendichte in der raumli-
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1. Begriffe und Methoden der Quantenchemie

chen K-Schale auf die inneren Schwénze der Valenzorbitale abwélzt, ist ein ebenso

zuléssiges Bild.

e Eine Interpretation in der angestrebten Art, d.h. durch Aufspaltung eines Inte-
grals in rdumliche Beitrége, ist offenbar nur bei Erwartungswerten lokaler Opera-
toren, d.h. solchen, die sich durch einen separierbaren Integralkern darstellen las-
sen, moglich. ,,Lokal” meint in diesem Zusammenhang nicht die Art von Loka-

litdt, die im Sprachgebrauch der Dichtefunktionaltheorie verwendet wird. So ist et-

wa auch der Operator T' = —1 dd2 in dem hier gemeinten Zusammenhang lokal, da
= [da/( ;d;‘fZ (') - 6(2' — ). Allgemein gilt aber fiir einen Operator A

mit dem Integralkern [
AU (x = [da - 1;(z, 2")1p(z'), was sich nicht immer in einfacher Weise separieren

léﬁt, etwa beim Exchange-Operator K.

Ein theoretisch hilfreiches Verfahren zur Erfassung quantenchemischer Effekte ist die
Storungstheorie (s.z.B. [56]). Dabei kénnen die Einfliisse von ,,Stérungen” in einer Art Hie-
rarchie erfafit werden, die einem intuitiv zugénglichen Bild der Form ,.erst geschieht dies,
dann geschieht als néchstes jenes, etc.” entsprechen. Aber auch im Rahmen der Stérungs-
theorie entstehen paradoxe physikalische Interpretationen, wie etwa bei der relativistischen
Bindungsléngenénderung, die wir detailliert in Kapitel 6 mit Hilfe der im Folgenden auf-
zustellenden Interpretationsschemata untersuchen werden.

Zur Erlauterung dieses Sachverhalts wollen wir einmal die Rayleigh-Schrédinger-
storungstheoretische Berechnung einer Korrekturgrofle gemischt-erster Ordnung in dop-
pelter Stérungstheorie, aV), zum Eigenwert a = a®% 4+ a0 4 ¢V 4 (LY 4 eines
Operators A= A0 4 A00) 4 AOD 4 ALY 4 diskutieren. Die Eigenfunktion von A sei
U =90 4 g0 4 gOh L w1 4 Der erste obere Index beziehe sich dabei auf den
ersten Storparameter u, der zweite auf einen weiteren, v.

Es gilt zunéchst in einfacher Stérungstheorie fiir je einen der beiden Stérparameter,

z.B. u:

(AQ — OYg©® =g (1.67a)
(AD — MO 4 (A0 — Oyp® = (1.67h)

Die erste Gleichung ist die Eigenwertgleichung fiir den ungestérten Eigenwert o), die zwei-

te Gleichung die Storgleichung erster Ordnung. Beide Gleichungen gelten punktweise exakt
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1.6. Zur Interpretation quantenmechanischer Erwartungswerte

im gesamten Konfigurationsraum. Wir kénnen den Storbeitrag a® durch Skalarmultipli-
kation von (1.67b) von links mit W(®) leicht berechnen:

o) = <@(0)‘A(1)‘@(0)> + <@(0)’A(0) —a@)pM) (1.68)
=0

a® = (GO AD|gO) (Schema A1)

Dabei haben wir verwendet, dafi die Eigenwertgleichung (1.67a) erfiillt ist, sowie die Nor-

mierung
<\1;(0)|\1;(1)> _ <\1;(1)|\1;(0)> -0

Die Verwandtschaft zum Hellmann-Feynman-Theorem, Gl. (4.1), ist offensichtlich. Nehmen
wir an, dal G1. (1.67b) gelést wurde, so kann a*) aber alternativ auch als Erwartungswert
berechnet werden, wenn man alle Terme hoherer als erster Ordnung in p vernachléssigt.

Aquivalent dazu ist die Beriicksichtigung aller Terme in (1.68).

o+ a = (U0 + W) [ (A0 + A)| (10 1 ¥)) - O(s?)
= (WOLAO ) 4+ (O AD 0 O)

=qa(0)

+ <\1;(1)|A(0)|\1;(0)> + <\1;(0)|A(0)|\1;(1)>

Wenn wir nun alle Terme, die sich zum Schlufl wegheben, von vornherein eliminieren,
bekommen wir das gleiche Ergebnis wie nach (Schema Al). Wir verwenden stattdessen

jetzt die Beziehungen

AO) g 7,0

(1.67b)

A0 1) IOME) + g0 _ AW (0)

und setzten diese in die vorletzte Gleichung ein. Fiir a(!) allein bekommen wir so:

aV = <\1;(0)|A(1)|\1;(0)> + <\I/(1)|\I/(O)a(0)> + <\I/(0)|\I/(0)a(1)>
+ (TOgM g0y — <\1;(0)|A(1)|\1;(0)>

Es folgt:
a® = a(1)<\p(0)|\p(0)> + a(0)<\1;(1)|\1;(0)> + a(0)<\p(0)|\p(1)>
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1. Begriffe und Methoden der Quantenchemie

bzw. mit (p) = N(¥|¥):

1
N _ 5 [a® (o) + a® (p1)] (Schema B1)

al

Wichtig ist hierbei, dafl (Schema B1) punktweise exakt erfiillt ist, da zu seiner Herleitung
keinerlei Operatoriiberwélzungen, partielle Integrationen etc. ausgefithrt wurden bzw. sich
Terme gegeneinander weggehoben haben, die nur aufintegriert, nicht aber punktweise gleich
sind. Es demonstriert die rdumliche Herkunft des Storbeitrags a(!) zum Erwartungswert
a aus unterschiedlichen Raumbereichen im Atom oder Molekiil. Selbstversténdlich ist es
fiir eine bequeme rechentechnische Auswertung sinnvoll, a(!) nach (Schema A1) zu be-
rechnen. Fiir eine quantenmechanische Interpretation und eine Analyse der Herkunft des
Erwartungswertes a(!) ist es allerdings wesentlich verschieden, nach (Schema B1) oder nach
(Schema A1) zu analysieren. Wir betonen hierbei, daf die Erwartungswert-Bildung (Sche-
ma B1) im Prinzip eine mehr , korrekte” quantenmechanische Beschreibung darstellt, da
physikalische MeBgrofien in der QM in der Form von Erwartungswerten definiert sind.
Gehen wir nun iiber zu zwei Stérparametern und entwickeln die Eigenwertgleichung
AU = Wq nach Potenzen von @ und v, so erhalten wir den Satz von Storgleichungen in

niedrigster Ordnung:

(A(O’O) — "MW = ungestértes Problem (1.69)
(A(l’o) a(1,0)>qj(0,0) + (A(O’O) — &(0,0)>qj(1,0) =0 Storgl. 1. Ordnung fiir p (1.70)
(A(O’l) a(0,1)>qj(0,0) + (A(O’O) — &(0,0)>qj(0,1) =0 Storgl. 1. Ordnung fiir v (1.71)
(ABD _ g0y GO0 4 (400 _ 410y g0
(121(0’1) a(o’l))\ll(l’o) + (121(0’0) —a "MW =0 gemischte” Terme mit p1,v (1.72)

Es eroffnen sich jetzt wieder zwei mogliche Vorgehensweisen. Zum einen kann man (Schema
A1) als Grundlage nehmen, a(!) als einfache Storgrofe a(t? oder a(®V) fiir einen der beiden
Storparameter interpretieren und jeweils nach dem anderen Storparameter entwickeln. Wir

erhalten so in erster Ordnung;:

(WOD|ACO | g Oy (GO0 A0 GOy (Schema Alla)
a(lvl) = <\I}(070)|A(171)|\Ij(070)> + Odel"
(WO AOD | GO0y (GO0 AOD GOy (Schema Al1b)

d.h. zwei unterschiedliche Formeln, die zum gleichen Ergebnis fiihren. Dies kann u.U. zu pa-

radoxen Interpretationen fithren, wie etwa bei relativistischen Kraftdnderungen. Wenn wir
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1.6. Zur Interpretation quantenmechanischer Erwartungswerte

in G1.(1.68) alle Terme nach jeweils dem anderen Stérparameter entwickeln, bzw. alternativ

dazu den Erwartungswert

(1,1)

bilden, so bekommen wir fiir a zunéchst folgende Beitrage:

o) — (O] 410 g 00)y

+ <W(O’O)\A(1’1)\‘I/(O’O)) ((1i2) 401

) (GO0 0.0y 4 (0.0) (0.0 (LD
—i—a(lO( 00|\I/(01>+a01< |\1,(10>
—(\II(OO|A(OO|\11“> (0! |A @O}

—(\I/(OOI 0.1 g (10 )

\1;(070)|A(170)|\1;(0,1)
\1;(171)|A(070)|\1;(0,0)
0

{

( ((129) a0 (gD @00 )
(W0 A0 (0.0)

{

)
)
)
) ((12) a(00) (P (L0 | o) —i—a(“ (@10 [ 00

—(WLOACD |00

)

)

a(00< 01 ]\11(10)> —i—a10< 01 ’\IJ(OO)>
—(WODJACO[p00) )

PO 400 g0

(1.70)

+ (BOD] A0 g0y (

+ <1I;(070)‘A(071)‘\I;(170)>
+ <@(070)‘A(070)‘\p(1,1)>

Dieser Ausdruck ist symmetrisch in den oberen Indices, d.h. es macht selbstverstandlich
keinen Unterschied, nach welchem der beiden Storparameter man zuerst entwickelt. Dies
spiegelt sich eben in der Erwartungswertbildung wieder. Beriicksichtigen wir alle Ersetzun-
gen, die in Klammern rechts neben einigen der 9 Terme angegeben sind, vereinfacht sich

die obige Gleichung zu

1
oD — =

N
Auch hier gilt wieder, da§ (Schema B11) punktweise identisch mit dem Integral fiir den

[a(1’1)<p(0’0)) + q(10) <p(0’1)) + a(0’1)<p(1’0)) + a0 (p(1’1)>] (Schema B11)

Erwartungswert ist. Es sind keine Operatoriiberwilzungen o.d. Integraltransformationen
ausgefithrt worden, um (Schema B11) zu erhalten. Durch Mitnahme aller relevanten Ter-

me, die sich u.U. zu Null aufintegrieren oder aufintegriert gegenseitig wegheben, erhalten
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wir in eindeutiger Weise (Schema B11). Dies fiigt den 2 im Ergebnis gleichwertigen For-
meln (Schema Alla,b) eine dritte hinzu, die wiederum Anlafl zu einer weiteren paradoxen
Interpretation geben kann.

Entsprechend gilt fiir Storgréffen héherer Ordnung

) — % zm: i =) plm=is)

pn=0 v=0

Die verschiedenen Rechenschemata sind in einer Tafel auf der letzten Seite dieser Arbeit

zusammengefafit. Diese Tafel soll in spéteren Kapiteln zur besseren Orientierung dienen.
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Kapitel 2

Relativistische Quantenchemie

2.1 Einsteins spezielle Relativitéit

Im Jahr 1905 stellte Albert Einstein in einem seiner drei beriihmten Artikel in den ,,An-
nalen der Physik” eine Verallgemeinerung des Galileischen Relativitétsprinzips auf, mit
dessen Hilfe er in der Lage war, gewisse Diskrepanzen zwischen der Mechanik und der
Elektrodynamik von sich schnell bewegenden Koérpern aufzulésen [57]. Hierzu ging er von
zwei Grundannahmen aus: zum einen dem empirischen Befund, dafl die Lichtgeschwin-
digkeit (im Vakuum) unabhéngig vom Beobachter immer den gleichen Wert hat, zum
anderen von der Forderung nach objektiver Realitét, dafi die physikalischen Gesetze in
jedem Inertialsystem die gleiche mathematische Form haben sollten. Die zweite Annahme
fiihrt letztlich zu der mathematischen Formulierung, dafl physikalische Gesetzte wie etwa
die Gleichungen der Quantenmechanik invariant gegeniiber Transformationen sein miissen,
die erste Setzung fiihrt dazu, dafl diese Transformation die Lorentz-Transformation ist. Die
Lorentz-Transformation verkniipft die rdumlichen Koordinaten mit der Zeit, weshalb un-
mittelbar einleuchtend ist, dafl die zeitabhéngige SG nicht Lorentz-invariant sein kann,
da Orts- und Zeit-Ableitungen in unterschiedlichen Ordnungen auftreten. Einsteins erste
Grundannahme von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit als MeBgrofie unabhéingig von
der relativen Geschwindigkeit des Beobachters zur Lichtquelle scheint einen drastischen
Bruch mit der Alltagserfahrung darzustellen, die intuitiv nahelegt, dafl Geschwindigkeiten
addierbar sind. Allerdings sind ,,alltégliche” Geschwindigkeiten sehr klein gegeniiber der
Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 3-10%m/s, und Einsteins Behauptung war Ende des 19. Jahrhun-
derts experimentell durch das Michelson-Experiment sowie durch optische Versuche mit

in Rohren stromenden Fliissigkeiten im Prinzip schon verifiziert worden. Weitere parado-
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xe Konsequenzen des Einsteinschen Relativitatsprinzips konnten ebenfalls experimentell
nachgewiesen werden.

Die von Einstein 1905 aufgestellte Theorie gilt nur fiir Beobachter in nicht-
beschleunigten Inertialsystemen, weshalb man sie auch spezielle Relativitdtstheorie nennt.
Sie berticksichtigt — vereinfacht ausgedriickt — die Modifizierungen des Galileischen
Relativitédtsprinzips , das von einer unendlich grofien Grenzgeschwindigkeit und einer
Additivitdat von endlichen Geschwindigkeiten ausgeht, bei sehr hohen Geschwindigkeiten,
wéhrend die sogenannte allgemeine Relativitdtstheorie, die Einstein in den 15 Jahren
nach 1905 entwickelte, die mathematische Formulierung des Relativitédtsprinzips fiir Be-
obachter in sich allgemein, d.h. gleichférmig oder beschleunigt bewegenden Systemen ist.
Die allgemeine Relativitatstheorie liefert gleichzeitig die klassisch-physikalische Theorie
der Gravitation und ist insbesondere bei sehr starken Gravitationsfeldern von grofler
Bedeutung.

Die beste heute zur Verfiigung stehende allgemein relativistische Theorie fiir Quan-
tenobjekte ist die Quantenelektrodynamik (QED) von Feynman, Schwinger et al.. Lei-
der ist z.Zt. keine Moglichkeit bekannt, aus der QED einen exakten Mehrelektronen-
Hamiltonoperator herzuleiten. QED-Effekte werden i.d.R. auf stérungstheoretischem Ni-
veau nachtraglich in der Quantenchemie beriicksichtigt und sind vergleichsweise klein.
Gravitations-WW zwischen den Elektronen und den Kernen in Atomen und Molekiilen,
die man nur allgemein-relativistische beschreiben kann, sind um etliche Gréfenordnungen
kleiner als die Coulomb-WW, weshalb die ,,Bewegung” der Teilchen in diesen chemisch re-
levanten Systemen praktisch nicht durch Gravitationseffekte modifiziert wird. Tatséchlich
sind die mebaren QED-Effekte bei Atomen und Molekiilen, wie etwa der bekannte Lamb-
Shift, nicht auf die Gravitation zuriickzufiihren, sondern auf die in der frithen Quanten-
mechanik nicht korrekt beschriebenen Effekte der Quantisierung des elektromagnetischen
Feldes sowie der Paarerzeugung.

Wihrend die Gravitation in Atomen und Molekiilen keine, QED- und Paarerzeugungs-
effekte keine grofle Rolle spielt, diirfen die speziell-relativistischen Effekte, die bei hohen
Geschwindigkeiten auftreten, bei Systemen mit schweren Kernen nicht vernachléssigt wer-
den. In atomaren Einheiten betrdgt die Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 137.036 a.u. und ist in
diesen Einheiten gerade gleich dem Inversen der dimensionslosen Sommerfeldschen Fein-

1

strukturkonstante «, d.h. @ = ¢ in at.E.. Nehmen wir einmal ein wasserstoffahnliches

Atom mit der Kernladung @, so ist die Energie des Grundzustands

E=—-Q?
2@
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Nach dem Virialsatz muf3 fiir die mittlere Geschwindigkeit v des Elektrons gelten:

T=—E=4.Q" = (v?)
(v*) =@

Wir sehen, daf} fiir schwere Atome mit groflen () die mittlere Geschwindigkeit des Elektrons
im 1s-Niveau einen betrichtlichen Prozentsatz der Lichtgeschwindigkeit betragen kann.
Beim Hg etwa ist selbst in der einfachsten relativistischen Beschreibung nach dem (fiir 1s-
Zustande wasserstoffahnlicher Systeme korrekten) Bohr-Modell der 1s-Orbitalradius um
etwa 20% kleiner als im nichtrelativistischen Modell. Die Galilei-relativistische Beschrei-
bung eines schweratomigen Systems mittels der SG fiihrt so auf jeden Fall zu einem falschen
Bild iiber die Verhéaltnisse in diesem System und wir bendtigen einen relativistischen, kor-
rekten Formalismus. Dies gilt im iibrigen auch fiir ,,langsame” Valenzelektronen, fiir die
E ~ 10% ist. Aber wihrend fiir reine Coulomb-Felder aus dem Virialsatz £ = —T und
(v?) = Q? folgt, gilt fiir (durch Rumpfelektronen) abgeschirmte Coulombfelder |E| < T,
E = 0(Q%), aber (v*) = O(Q - Q) mit Q > Qg fiir Atome mit vielen Rumpfelektro-
nen und groflem (). In schweratomigen Systemen sind die Valenzelektronen ebenfalls sehr
,,schnell” ', Wir werden die relativistischen Effekte in Orbitalen von Mehrelektronatomen

in Kapitel 3 ndher untersuchen. Vgl. auch die dort zitierte Literatur.

Eine speziell-relativistische vollig korrekte Beschreibung von Mehrelektronsystemen
steht bis heute nicht zur Verfiigung. Es gibt jedoch viele Ndherungsanséitze zur ,relati-
vistischen” Beschreibung schweratomiger Mehrelektronsysteme, die in zunehmendem Ma-
Be entwickelt werden. Von Pyykkd wurde eine umfangreiche Datenbank zur Literatur iiber
relativistische Quantenchemie mit nahezu 10000 Eintrédgen zusammengestellt, die die enor-
me Entwicklung dieses Gebiets deutlich macht [58-60]. Die zunehmende Bedeutung von
quantenchemischen Rechnungen in Forschung und Entwicklung insbesondere auch auf dem
Gebiet schweratomhaltiger Verbindungen, wie z.B. Katalysatoren, unterstreicht die Aktua-

litdt dieses interessanten Forschungsgebiets.

!Nach der obigen Betrachtung darf es keine punktformigen Kerne mit @@ > 137 geben, da sonst v > ¢
wiére. Dies ist ein Artefakt der Naherung punktformiger Kerne. Allerdings erwartet man bei ausgedehnten
Kernen ab Qci; ~ 170 1s-Orbital-Bindungsenergien < —2mc?, was zu spontaner Erzeugung von Elektron-
Positron-Paaren fithren miifite. Die Kernladung wiirde durch K-Einfang des Elektrons sofort auf einen
Wert unterhalb Q.. reduziert.
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2.2. Die Dirac-Gleichung

2.2 Die Dirac-Gleichung

Im Rahmen der klassisch-physikalischen relativistischen Theorie (s.z.B. [61]) erhdlt man die
Bewegungsgleichungen eines Teilchens aus dem Prinzip der minimalen Wirkung S entlang

seiner Bewegung von Punkt a zum Zeitpunkt ¢; nach Punkt b zum Zeitpunkt ¢5, d.h.

to
5:/ dt- L
t1

L(F,7) = T(v) — V() ist die sog. Lagrange-Funktion des Teilchens %. Die Lagrange-
Funktion und die Hamilton-Funktion H(7, ) (=Energie E) sind iiber die Beziehung

E=p7-1L (2.1)

miteinander verkniipft. Das Integral mufl geméf3 der relativistischen Beschreibung Lorentz-
invariant sein, weshalb ds mit dem relativistischen Raum-Zeit-Abstand (die Vorzeichen-

konvention wurde hier wie bei Landau-Lifschitz [61] gewéahlt)

ds® = Adt? — di?

ds = c-dt\/1 —v?/c?

mit

v =2
r? =72
L dar
U= —

dt

identifiziert wird. Gerade dieser Abstand ds zweier Ereignisse ist es, der von allen Beobach-
tern, die ihn messen, unabhéngig von ihrer Geschwindigkeit zueinander den gleichen Wert
zugewiesen bekommt — vorausgesetzt, man akzeptiert Einsteins erste Grundannahme von
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit fiir alle Beobachter. Durch Vergleich der so erhalte-
nen Formeln fiir kleine Geschwindigkeiten mit denen der nichtrelativistischen Physik erhélt

man fiir ein freies Teilchen:

const. = —m-c

2Wir wollen hier und im Folgenden zeitunabhiingige, konservative Potentiale voraussetzten, d.h. Poten-

tiale, die nicht von der Geschwindigkeit des Teilchens abhéngen und sich zeitlich nicht veréndern.
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2. Relativistische Quantenchemie

und

L= —mc*\/1—v2/c?

Wir mochten an dieser Stelle noch anmerken, dafl die Wurzel gerade durch die geome-
trische Addition der rdumlichen und zeitlichen Abstdnde ins Spiel kommt. In Galilei-
relativistischer Formulierung, wo Raum und Zeit invariante Groflen sind, kann ds = dr =
v - dt im Wirkungsintegral verwendet werden, ohne dafl eine Wurzel auftritt, und man
erhélt so die klassisch-nichtrelativistischen Gleichungen. Der Unterschied zwischen Galilei-
und FEinstein-Relativitdt kommt durch die Existenz einer endlichen Grenzgeschwindigkeit
zustande, die von keinem massebehafteten Teilchen iiberschritten oder auch nur in einer
endlichen Zahl von Schritten erreicht werden kann. Fiir den Ubergang ¢ — oo lassen sich
Geschwindigkeiten beliebig addieren und man erhélt den Galilei-relativistischen oder im
physikalischen Sprachgebrauch nichtrelativistischen Limes.

Der Impuls ist
L dL m-vU
P=—r=——=m
dv /1 —v%/c?

mit der , relativistischen” longitudinalen Impuls-Masse m, = m/y/1 —v?/c2. Fiir grofie

Geschwindigkeiten erhélt man die bekannte relativistische Massenzunahme. Die Kraft K

¥ (2.2)

ist definiert als

K==
dt

Interessanterweise erhilt man unterschiedlich grofe Beschleunigungen @ = m~'dp/dt des
Teilchens, je nachdem, ob die Kraft in Richtung von ¢ wirkt oder senkrecht dazu. Im
ersteren Fall wird ndmlich der Betrag der Geschwindigkeit verindert, weshalb v? unter der
Wurzel mit differenziert werden muf, im letzteren Fall ist in erster Ordnung v? =const..
Die relativistische Energie des Teilchens ist nach (2.1) und (2.2) durch Einsteins

beriihmte Beziehung

me 5
— =m,c
V1—v2/c?

gegeben. Fiir v = 0 erhiilt man die Ruheenergie mc? des Teilchens.

Um eine quantenmechanische Gleichung zu erhalten, geht man normalerweise so vor,
dafl zundchst die Hamiltonfunktion gemafl der klassischen Physik bestimmt wird, welche

dann anschliefend in dem gewéhlten Bild, z.B. Orts- oder Impulsdarstellung, quantisiert
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2.2. Die Dirac-Gleichung

werden kann, indem man die Ersetzungen ¥ — 7, p — p unter Beriicksichtigung von
Heisenbergs Kommutator-Relation [#, p| = i/ vornimmt. Die Hamilton-Funktion ist gleich
der Energie, ausgedriickt in kanonisch konjugierten Variablenpaaren, z.B. Impuls- und
Ortskoordinaten. Aus (2.1) und (2.2) ergibt sich unter Einbeziehung eines elektrischen
Potentials V 3:

H -V =/c*p? + (mc?)? (2.3)

Die Hamiltonfunktion des Teilchens hat offenbar in dieser Form keinen definierten nichtre-
lativistischen Limes fiir kleine Geschwindigkeiten p/mc — 0 bzw. ¢ — oco. AuBlerdem 148t
sich hieraus durch Quantisierung kein einfacher Operator gewinnen, da Differentialopera-
toren unter der Wurzel auftreten wiirden. Man kann die letzte Gleichung aber fiir kleine

Impulse in eine Reihe nach Potenzen von p?/c? entwickeln und erhélt

2 4
p p

H-V=mc+-— —

2m  8m3c?

Das erste Glied der Entwicklung ist wieder die Ruheenergie, das zweite Glied ist die nichtre-
lativistische kinetische Energie T' = p*/2m, das dritte und die folgenden Glieder der Reihe
stellen die relativistischen Korrekturen zur kinetischen Energie dar. In dieser Weise kann
H auch quantisiert werden, und man erhélt einen relativistisch modifizierten Operator fiir
die kinetische Energie, der die relativistischen Korrekturen in 7' in niedrigster Ordnung
beschreibt:

P A
2 8c2

Wir wollen ab hier wieder Elektronensysteme diskutieren und verwenden atomare Einhei-
ten mit m = 1,A = 1 etc.. Die ,kinetische, d.h. masseabhingige Energie des ruhenden
Elektrons” mc? wurde in der letzten Gleichung weggelassen.

Eine Moglichkeit, die Reihenentwicklung mit ihren singuldren Operatoren p*, p°... zu
umgehen, ist, (2.3) zu quadrieren. Man erhélt so in quantisierter Form die Gleichung;:

)
(c* + *p* — (ZE —V)HUEE =0 (2.4)

3In Anwesenheit elektromagnetischer Felder, beschrieben durch das magnetische Vektorpotential A
(rdumliche Komponente) und das elektrische Feld ® (zeitartige Komponente), ist die Hamiltonfunktion
fiir ein Teilchen der Ladung ¢ in folgender Weise zu modifizieren: H wird durch H —q®, p? durch (p— qff)Q
ersetzt. Wir wollen im Folgenden nur das elektrische Feld (z.B. von Atomkernen) beriicksichtigen, in dem

das Teilchen der Ladung ¢ die potentielle Energie V' = ¢q® hat.
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2. Relativistische Quantenchemie

Diese Gleichung wird iiblicherweise Klein-Gordon-Gleichung genannt. Sie wurde von ver-
schiedenen Autoren, darunter auch Schroédinger, publiziert und diskutiert. Ihre Lorentz-
Invarianz ist einzusehen, da Zeit- und Ortsableitungen jeweils in zweiter Ordnung auftre-
ten. Interpretiert man sie als einkomponentige Gleichung, so beschreibt sie Teilchen mit
Spin 0, und zwar sowohl die Teilchen als auch deren Antiteilchen. Die Quadrierung der
Hamiltonfunktion schliet Partikel mit der entsprechenden negativen Energie nicht mehr
aus. Eine Transformation der Klein-Gordon-Gleichung auf eine zweikomponentige Form
ist moglich. Die Klein-Gordon-Gleichung ist jedoch nicht zur Beschreibung elektronischer
Systeme geeignet, da man keine Anteile in ihr mit dem Elektronenspin in Verbindung
bringen kann, der fiir chemische Eigenschaften extrem wichtig ist. AuBerdem ist |¥|? keine
Erhaltungsgréfie, wohl aber [W*0,¥ — 0, U* V] [62].

Von Dirac [63,64] wurde ein Weg vorgeschlagen, die Wurzel in (2.3) in folgender Weise

\ 2P+ = - (QuPy + QaPy + QuPy) + 0

Daraus folgen fiir die &; und B (nicht zu verwechseln mit den Spin-Funktionen « und (3)

aufzulosen:

die Bedingungen

6 =1
G0 + Gty = 2045
&3 + Ba; = 0
Wegen der antikommutierenden Eigenschaft der &; und B ist unmittelbar einleuchtend,
daf} dies keine einfachen Zahlen sein konnen. Man kann zeigen, dafl eine Darstellung von
&; und § in Form von n x n-Matrizen mindestens der Dimension n = 4 moglich ist.
Diese Darstellung ist beziiglich einer Ahnlichkeitstransformation unbestimmt. Es ist iiblich,

die Diracschen Matrizen ¢&; und B mit Hilfe des 3-Vektors & der wohlbekannten Pauli-

Spinmatrizen &; auszudriicken. Seine Komponenten lauten

. 01 . 0 = . 1 0
Op = ; Oy = , ;0. = (2.5)
1 0 — 0 0 —1

Die sog. Standard-Darstellung der &; und B lautet hiermit

0 o2 1 0
G; = 2AX2 0 ’ ﬂ _ 2x2 2x2 (2.6)
0; 0252 O2x2  —laxo
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2.2. Die Dirac-Gleichung

mit

0 0 1 0
02><2: 00 ) 12><2 01

Wir werden die 2 x 2-Gestalt der Elemente der 2 x 2-Matrixdarstellung der &; und 3 im
Folgenden nicht mehr separat notieren. Mit Hilfe der Notation & fiir den 3-Vektor der
Dirac-Matrizen &; lautet die zeitabhéngige Dirac-Gleichung fiir ein Elektron in atomaren
Einheiten

APoP — <c &P+ A0+ V) ol — i%\IID (2.7)
Sowohl Zeit- als auch Orts-Ableitungen tauchen in der Dirac-Gleichung (DG) in erster
Ordnung auf. Es ist daher leicht einzusehen, daf§ die DG Lorentz-invariant ist. Fiir einen
Beweis verweisen wir z.B. auf [62]. Da die Zeit-Ableitung nur in erster Ordnung auftaucht,
kann analog zur SG eine Separierung der Losung der Dirac-Gleichung in einen zeitabhéngi-
gen und einen zeitunabhéngigen Teil vorgenommen werden. Mit dem Separationsansatz
U = (7) - exp(—iEt) mit der Wellenfrequenz-Konstanten E gelangt man zur zeitun-
abhéngigen Dirac-Gleichung

(HP — Byl = (c-aﬁ+c23+V—E) WP =0 (2.8)

In der Dirac-Gleichung ist ¢ - &ap + C2B das relativistische Pendant zum Operator der mas-
sebestimmten kinetischen Energie. Da der Dirac-Hamiltonoperator HP als 4 x 4-Matrix
dargestellt werden kann, mufl die zugehoérige Wellenfunktion ) ein 4-Vektor sein. Mehr-
komponentige Wellenfunktionen werden ,,Spinor” genannt, hier handelt es sich also um

einen 4-Spinor:
P =

Fiir kleine Impulse und freie Teilchen ist HP ~ BCQ mit den Eigenwerten £c2. Die , negati-
ven Energie-Eigenlosungen”, die in der Standard-Spinordarstellung zu den beiden unteren
Komponenten gehoren, werden daher (dhnlich wie bei der Klein-Gordon-Gleichung) mit

den Zustéinden des Antiteilchens, hier also des Positrons 4, in Verbindung gebracht. Durch

4Dirac hatte urspriinglich in der ersten Auflage seines Buches [63] von dieser Vorstellung Abstand
genommen und die unteren Komponenten mit dem Proton in Verbindung gebracht. Spéter erwies sich

diese Interpretation aber als unhaltbar.
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2. Relativistische Quantenchemie

Untersuchung des Transformationsverhaltens der Dirac-Gleichung bzgl. Rotationen kann
man zeigen, dafl die DG eine korrekte Gleichung fiir Spin-1/2-Teilchen darstellt [65]. Die
beiden oberen und die beiden unteren Komponenten der Wellenfunktion werden daher mit
a- und [-Spin identifiziert. Das Eigenwertspektrum der DG ist kontinuierlich fiir ,,Ener-
gien” > +c? und < —c?, zwischen £c? liegen die gebundenen Zustinde, E < ¢? fiir die
Elektronen und —c? < FE fiir die Positronen.

Die Interpretation der DG brachte urspriinglich Probleme mit sich. Diracs Vorschlag
dazu war, dafl alle unendlich vielen,, negativen” Zusténde nach dem Pauli-Prinzip mit je
einem Elektron besetzt sind. Die Zufuhr von geniigend kinetischer Energie kénnte nun ein
solches Elektron in den Bereich positiver Energie anheben und gleichzeitig ein positiv ge-
ladenes ,,Loch” im negativen Energiebereich zuriicklassen, das uns dann wie ein Positron
erscheinen miifite. Gleichzeitig konnte bei Vorhandensein eines solchen Lochs (=Positrons)
ein Elektron dieses besetzten, wobei eine enorme Menge an Energie frei wiirde. Diese Vor-
stellungen haben zu der Annahme der Existenz von Antimaterie gefiihrt. Problematisch ist
hierbei, dafl es demnach iiberall, auch im Vakuum, eine unendlich dichte Ladungsverteilung
von Elektronen geben miifite, die zudem nicht zum elektromagnetischen Feld beitragen, so
dal Maxwells Gleichungen nur fiir Abweichungen von diesem Vakuumzustand gelten soll-
ten. Die meisten Probleme, die die DG aufwirft, konnen durch die QED beseitigt werden.
Insbesondere fehlt der Diracschen Theorie die Beschreibung von Teilchen-Erzeugung und
-Vernichtung sowie die quantisierte Beschreibung des elektromagnetischen Feldes.

Gleichwohl ist die Dirac-Gleichung iiblicherweise der Ausgangspunkt zur ndherungs-
weisen Erfassung relativistischer Korrekturen bei quantenchemischen Rechnungen. Wir

werden einige Ansétze im Folgenden beschreiben.

2.3 Losung der Dirac-Gleichung fiir wasserstoffidhnli-

che Systeme

Die Quantenzahl k Der Dirac-Hamiltonian

A~

HP =c.-ap+323+V(r) (2.9)

kommutiert nicht mit den Operatoren 12 und 52, weshalb seine Eigenfunktionen 1); nicht als

simultane Eigenfunktionen zu HP, [2 und 82 gewahlt werden kénnen. Quantenmechanisch
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ist nur der sog. Gesamtdrehimpuls

o~

& (2.10)

N =

3‘ =1 +8=1+
definiert. Alternativ kann man auch einen neuen Operator k einfiihren:
k=1+61 (2.11)

Er besitzt die folgenden Eigenschaften (x sei Eigenfunktion von k, j2,12) 5

]%Xi =—Xi- ki
B — k=1 (2.12)
~ 1
k2—— — ~2
4 j

Die Quantenzahl k erfiillt daher die Beziehungen ©
(l+1)=k(k+1)

JG+1) = (k4 )k~ ) (213)
= (2~ )
j= -3 (214

Die Eigenschaften von k ergeben zusammen mit den moglichen Werten von s,/ und j den

Wertebereich von &:
1

1
I=—(k+1); j=l+5=—k=5ik=-1,-2.,—n, k<0  (215)
1 1
l:k;j:l—ézk—a;k‘zl,Q,...,(n—l) , k>0

Wir sehen, dafl das negative Vorzeichen von k angibt, ob die Projektion des Spins auf
die z-Achse das gleiche oder das entgegengesetzte Vorzeichen hat wie die Projektion des
Bahndrehimpulses oder des Gesamtdrehimpulses. Obwohl relativistisch [ im Allgemeinen
keine gute QZ mehr ist, kann wegen der hohen Symmetrie des zentrosymmetrischen Ein-
teilchensystems aus der Kenntnis von k£ auf ein wohldefiniertes [ geschlossen werden. Die

Orbitale konnen daher z.B. in der Form

$i(r) = (Fln kmy)

angegeben, d.h. nach n, £ und m; klassifiziert werden.

®Man beachte hier das ungewthnliche negative Vorzeichen.
6Wir verwenden in diesem Abschnitt die Definition nach Grant [66] sowie Bethe & Salpeter [67]. Bei

Moss [62] hat k das entgegengesetzte Vorzeichen: kGrant = —Moss — [(] 4 1) = fMoss(gMoss _ 1)
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Zweikomponentige Spinoren Im nichtrelativistischen Fall kann man die Orbitale des
Wasserstoffatoms als simultane Eigenfunktionen zu H, 72, 7,,12, 2 und k wihlen. Da die

Spinoperatoren als 2x2-Matrizen dargestellt werden kénnen, ist ein Ansatz der Form

)= < Z:E?) ) (2.16)

giinstig, da jede Funktion dieser Form, deren Komponenten nur von den Ortskoordinaten

abhiingen, automatisch Eigenfunktion von 52 ist. Sind ihre Komponenten von der Gestalt

so ist sie ebenfalls Eigenfunktion von /2 mit dem Eigenwert (I +1)%2. Beide Komponenten
enthalten aber Winkelanteile zu unterschiedlichem m; bei gleichem m;.
Der (Spin-) Operator 2§ = & kann mit Hilfe der Pauli’schen Spinmatrizen (2.5) darge-

stellt werden. Soll nun ¢ Eigenfunktion zu j, sein, so mufy gelten:

o [L+E o0 T W A
s (M50 () ()

d.h. ¢, und 1, miissen Eigenfunktionen zu [, mit m; =m} +3=mi—%und m} =m} +1
sein.
Wir zeigen jetzt, dafl sich die Radialanteile von ¢ nur um einen konstanten Faktor

unterscheiden konnen. Dazu wird die Eigenschaft von v, Eigenfunktion von k zu sein,

/%w:(1+&i)¢:_¢.k:< 1+L: lr%)(%)

L, 1-0 )\ e

verwendet.

Eine der beiden hieraus erhéltlichen Gleichungen liefert z.B.
(14 L)y 4 (L — ily) by = =ty - k (2.17)

Der in der letzten Gleichung auf vy wirkende Operator ist gerade [_. Fiir diesen Operator

gilt

Y = VU +m) ([ —my+1) Y1

Anwendung von [ auf Yy erzeugt also gerade die Winkelkomponente von ; und wir

erhalten nach Herauskiirzen der Kugelfunktion aus (2.17)

—(k4+mi+1)-fi=VI+m)(—m+1)-fo (2.18)
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Die nichtrelativistischen Eigenfunktionen eines Elektrons im Zentralfeld lassen sich dem-

nach in der Form

b= f(r)-x(0,9)

mit
CIYE,ml
X =
CQE,mH—l
schreiben. Die beiden Koeffizienten ¢y, ¢, sind durch die Bedingung ) .cj¢; = 1 und

Gl. (2.18) gegeben.

Vierkomponentige Spinoren Mufl man in der nichtrelativistischen Theorie bei Beriick-
sichtigung des Elektronenspins die Zustandsfunktionen als zweikomponentige Spinoren an-
setzen, so bendtigt man geméf der Dirac-Gleichung vierkomponentige Funktionen 7. Analog

~

zum Vorgehen in Abschnitt 2.3 setzt man daher eine simultane Eigenfunktion zu HP. 72,7,

und & in der Form 8
+
AE (9
w* 1 f(r) : Xj,mj (9? ¢)
mit
o (o Y
P - Yiz1/2.m;+1/2
an, wobei der obere Index ,,+” zum umgekehrten k-Wert gehort wie ,,—”, d.h.

A

(I+ol)ye=FYs -k
Der Operator k ist im vierkomponentigen Fall durch den Ausdruck
k=p3(1+6l)

gegeben.

"Die Dirac-Gleichung kann aber auf eine 2-komponentige Form transformiert werden. Die Zahl der
Komponenten der Wellenfunktion sagt zunéichst nichts iiber den Spin des Teilchens aus, sodern héchstens
die Zahl der Komponenten, die mindestens nach einer Transformation erhalten bleiben. Allgemein muf

man das Transformationsverhalten der Gleichung unter Drehungen untersuchen.
8Beziiglich der Benennung von oberer und unterer Komponente existiert in der Literatur keine gute

Ubereinstimmung. Angeblich steht g fiir ,,groB” oder ,,grob”, wihrend f = | fine” bedeuten soll. Andere
Autoren wéhlen f fiir die obere Komponente, g fiir die untere, wohl wegen der Folge im Alphabet. Da die
QZ k auflerdem je nach Autor mit unterschiedlichem Vorzeichen definiert ist, mufl man beim Vergleichen

von Formeln in unterschiedlichen Texten Vorsicht walten lassen.
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Der Dirac-Hamiltonian in Polarkoordinaten Um die Dirac-Gleichung
(HP —E;)-4; =0 (2.20)
mit dem Ansatz (2.19) 16sen zu konnen, ist es zweckmiBig, H” in Polarkoordinaten aus-
zudriicken. Hierzu ist die folgende Beziehung sehr niitzlich °:
7 x (Fx V) = Eeijuri(F x V)i
= €;€ijkTj€kimTIVm
= €;(010jm — dim0j1) - 75711V
= €ir;(riV; —1;Vi)
= (- V) —1°V

Man kann daher den Operator V in einen radialen und einen angularen Teil aufspalten.

- 1r7.,., = . L =
V:r_Q (- V) =7 x (x V) (2.21)
Wird beriicksichtigt, dafl *°
1 = a =d A~
-7 V=— 6 1xV=il
r or
so gilt
&b —id L 0 1 (7 A)
_ . - - r
P= ar  r?

(6-A)6-B)=A-B+i6(Ax B) (2.22)

or r
mit
0010
S (2.23)
10 00
0100

9Wir verwenden hier die Regel, iiber doppelt auftauchende Indices automatisch zu summieren, ohne

das Summenzeichen explizit hinzuschreiben

OWegen 0, = 0,7 0, = x/r-0, etc., d.h. 9., = r;/r- 0y, also 1/7"~77§ =>,7i/r 0, =, r2/r%.0, = 0,
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erhalten. Die Operatoren & und k verstehen sich in diesem Zusammenhang ebenfalls aus

4x4-Matrizen aufgebaut, und zwar in der Form

. . 10
O4xs = 0252 @ 0 1

etc.. 64x4 sind die sog. Dirac-Spin-Matrizen. Fiir & gilt iibrigens

R 01
a:0'2><2® 1 O

Welche der Formen fiir & und & verwendet wird, sollte aus dem Zusammenhang ersichtlich

sein.

Die relativistischen Radialgleichungen Zur Losung der Dirac-Gleichung (2.20) set-
zen wir hier den Ansatz (2.19) ein und erhalten nach einigem Umformen und Beriicksich-
tigung von (2.12) und (2.13) ein System zweier gekoppelter Differentialgleichungen fiir die

Radialfunktionen. In atomaren Einheiten lautet es

d k V—e¢
%F—;J?’—( - )-G:O (2.24)
%G+§-G+(V;€—QC)~F:O (2.25)
mit
G=r-g
F=r-f
e=FE— ¢

Fiir grofie Lichtgeschwindigkeiten ¢ — oo entsprechend o — 0 erhélt man aus (2.25):
1 [dG kK
Fr—|—+—--G 2.26
2c (dr + r ) ( )
Wegen des Faktors 1/c¢ wird daher F auch die ,kleinere Komponente” genannt. Nichtsde-
stoweniger kann die ,kleine” Komponente in keinem Fall vernachléssigt werden, da man
aus ihr die kinetische Energie berechnen mufl. Zur relativen ,,Kleinheit” von f siehe auch
den néchsten Abschnitt. Wir werden hier die Termini ,,obere” und ,,untere” Komponente

verwenden. Einsetzen von (2.26) in (2.24) liefert nach Multiplikation mit ¢

dr? r2
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was fir G = r- R wegen k(k+1) = I(l4 1) genau der nichtrelativistischen Radialgleichung
fiir ein Elektron im zentrosymmetrischen Feld mit der nichtrelativistischen Radialfunktion
R(r) entspricht.

Es ist moglich, das gekoppelte System von DGLen (2.24,2.25) fiir den Fall wasser-

stoffihnlicher Atome mit punktférmigen Kernen, d.h.

exakt zu losen. Die Vorgehensweise ist dhnlich wie bei der Losung der nichtrelativistischen
Radialgleichung fiir das Wasserstoffatom, d.h. zunéchst werden die asymptotischen Losun-
gen fiir  — oo bestimmt, die < exp(—const.-r) sind. Im zweiten Schritt werden F' und G
als Produkt aus der asymptotischen Losung und einer Potenzreihe angesetzt. Im Ergebnis

erhélt man nach einer langeren Rechnung (s.z.B. [67]):

g=&V2+a2e N (%’))H [—n.Fy + (N — k) Fy) (2.27)
f=ev—aZee N (QN”) " E (V- W (2.98)
mit
p=Qr
n = Haupt-QZ

n,. =n — |k| = Radial-QZ
k= VB2 — Q22

N = /(n, + k)2 + Q2a? = Scheinbare Haupt-QZ

(26 +n, + 1) 20\ %" .
£ = _\/4N(N T 2n T Dl (W) = Normierungskonstante

' ist die Gamma-Funktion, fiir ganzzahlige n gilt I'(n + 1) = n!, und F ist die konfluente

Hypergeometrische Funktion
Fy=F(-n,+ 1,26+ 1,p/N)
Fy = F(_nra2“+ 17P/N)

a ala+1)
F =1
(@bo) =14 35+ iy o
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2.4. Vergleich von exakten und stérungstheoretischen relativistischen Dichtednderungen
bei Einelektronatomen

Die Energieeigenwerte sind

L ()

Die Winkelfunktionen sind {iblicherweise so normiert, dafl die Integration iiber die Winkel

gerade Eins ergibt. Die Normierung der Radialfunktionen muf§ daher so gewéhlt sein, dafl
/ dr-r* (¢ + ) =1
0

gilt. Fiir ¢ — oo, d.h. a?¢ — 0, N — n, k — |k| geht die untere , kleine” Komponente f(r)
gegen Null und fiir die obere g(r) erhilt man die nichtrelativistische Losungen. Wir werden
in Abschnitt 3.4 eine Reihenentwicklung fiir die Energie € nach Potenzen von o? = ¢=2 an-
geben. Der fithrende Term ist dabei £(®) = —Q?/2n?, das wohlbekannte nichtrelativistische
Resultat fiir wasserstoffihnliche Atome. Explizite Formeln sowie Reihenentwicklungen in

Potenzen von « fiir einige der Dirac-Eigenfunktionen werden wir im Folgenden angeben.

2.4 Vergleich von exakten und stérungstheoretischen
relativistischen Dichteinderungen bei Einelek-

tronatomen

In [67] sind explizite Formeln fiir (2.27,2.28) fiir n = 1 und n = 2, d.h. fiir die 1s;/o-
und 2s; /- sowie 2p; jo- und 2ps/o-Zustinde wasserstoffdhnlicher Systeme angegeben. Unter

Verwendung der Abkiirzungen

= VI @ ¢ k= i Qe

N1:1 ) NQZ 2(1+/€1) ; N3:2

2Qr
pi = N
2,2 -1/2 2,2 —1/2 2,2 -1/2
w1=(1+Q ) ; w2:(1+ < 2) ; 7~U3:(1+Q2)
K1 (1 +/i1) %)

erhalt man
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2. Relativistische Quantenchemie

[} 181/21
I+w _
— (2 3/2 5P1 HR1—1
1—’LU1
f=- T, !
[} 281/2:

2Q 3/2 2/4,14—1 1-'-’[1}2 7lp2 h1—1 N2+1 1
9=\~ e 2% | Nopy' ™ — P2
2 F(2/ﬁ)1 + 1) 4N2(N2 + 1) 2/4,1 +1
1-— W9 (2%1 + 1)(N2 + 2) - (NQ + 1)p2

f T 1 =+ Wy (2%1 + ]_)NQ — (NQ + ]_)pg

20\*? | 2k +1 1+ ws . L N—1
— (= —3P2 | (N, — 2)pt _ K1
g (NQ) N AL VR LS e T

fo o 1—wy (261 4+ 1)Ny — (Ny — 1)po
VIt 2o+ )(Ne—2) — (M — )

hd 2p3/2:
1—|—w 1
_ 3/2 3 —5p3 Hr2—1
9=0Q \ 2rem+ )¢
1—?1]3
f=- T, !

Alle Orbitale sind am Ursprung singuldr, wobei die Singularitéit bei kleinen @) aber
nur schwach ausgepragt ist. j = 1/2-, d.h. s1o- und py/»-Orbitale divergieren am Kern
sogar. Wie wir im Folgenden sehen werden, ergibt sich in niedrigster Ordnung in o? ein
logarithmisches Glied, welches fiir die Divergenz verantwortlich ist. Weiterhin gilt fiir die
Zusténde mit k£ < 0 und jeweils kleinstmdéglichem n, d.h. 1s; /2, 2p3/e, 3ds/2 etc., dafl die
untere Komponente f sich von der oberen g nur um einen Faktor unterscheidet. Bei al-
len anderen Orbitalen hiangt das Verhéltnis der beiden Komponenten auch von r ab, so
daB f bei Schweratomen und/oder in Kernndhe oder bei hohen Geschwindigkeiten einen
grofien Beitrag zum Orbital liefert. Nach [68] ist fiir s-Orbitale f?/¢? von der GroBenord-
nung 2Q?/(2n)?, so dafl beim Hg™* (Q = 80) das Verhiiltnis von ,kleiner” zu ,,grofer”
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2.4. Vergleich von exakten und stérungstheoretischen relativistischen Dichtednderungen
bei Einelektronatomen

12

f2 /g2 Q=100
10 /9 Q

-6 -5 —4 -3 -1 0 1

-2
log(r)

Abbildung 2.1: Verhiltnis der Quadrate von unterer (,kleiner”) zu oberer (,,grofler”)
Radialkomponente fiir die 2s;/o- und 2p; jo-Zusténde von wasserstoffdhnlichen Atomen mit
der Kernladung @ = 100 (Fm). Der Kernradius des Fm (MZ=257) sollte etwa 1.4 - 1074
bohr betragen. Es ist f2/¢* gegen log;,(r/bohr) aufgetragen. Wie man sieht, ist fiir 2p; o
in Kernnéhe f ~ 2.3-g. Der Pol in der Graphik fiir 2s;/, kommt durch den radialen Knoten

der oberen Komponente zustande.

Komponente etwa 0.3/n betrégt. Fiir sehr kleine 7, d.h. in Kernnéhe, ist die untere Kom-
ponente von Orbitalen mit £ > 0 immer erheblich gréfler als die obere Komponente. Die
Dirac-Funktionen, die fiir einen punktférmigen Kern hergeleitet wurden, entsprechen bis
ganz dicht an die Kernoberfliche heran in sehr guter Ndherung den Dirac-Funktionen fiir
ein System mit realischtischem ausgedehntem Kern [69]. In Abb. 2.1 sind fiir @ = 100 fiir
2s1/2 und 2p; /o das Verhéltnis der Quadrate von unterer und oberer Komponente gegen
log r aufgetragen. Wie man sieht, ist in Kernnéhe bei 2p;/, die untere Komponente etwa
doppelt so groB (=~ v/5.3x) wie die obere. Der Kernradius in Abb. 2.1 wurde an Hand der

experimentell bestimmten Naherung
Rye = 1.2-107°A - V/MZ (2.29)

abgeschitzt. MZ ist die Massenzahl des Atomkerns, bei @) = 100 (Fm) betrigt diese 257
und es egibt sich ein Kernradius von etwa 7.6 - 1075A.

Die Dirac-Orbital-Dichten des Wasserstoffatoms haben keine radialen und angularen
Knoten mehr, da die vorhandenen Knoten der oberen und unteren Komponenten nie an der
gleichen Stelle auftreten. Die Orientierung der (reellen) p-Orbitale ist wesentlich weniger

stark ausgeprigt als im nichtrelativistischen Fall [70,71].
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2. Relativistische Quantenchemie

Wir geben hier fiir die aufgelisteten Orbitale fiir g und c- f Reihenentwicklungen bis zur

2

Ordnung a? = ¢72? an. In den Reihenentwicklungen treten nur Terme mit geradzahligem

Exponenten von a auf. Wir wollen uns aber wegen der spéter folgenden DPT-Entwicklung
von Dirac-Orbitalen, die sich an der Kutzelniggschen Vorgehensweise orientiert, dessen
Nomenklatur anschlieBen und sozusagen «, nicht a? als Stérparameter indizieren. Fiir das
1s1/2-Orbital ist von Kutzelnigg in [72] eine Reihenentwicklung angegeben worden, die sich

wegen einer anderen Normierung allerdings geringfiigig von der unseren unterscheidet.

f=afO4a?f@ 4
pr) =1 +g°=p +a?p® + .

Die von uns gewéhlte Normierung ist dabei die gleiche wie spéter bei der DPT-Entwicklung:

d.h. M

() = / dr-r*(2g%g® + O fO)a* + O(a?) = 0
0

.. etc.

"Bei Kutzelnigg [72] wurde fooo dr - r2(g(©g®?) = 0, die sog. ,,intermediate normalization for the large

component”, gewéhlt.
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2.4. Vergleich von exakten und stérungstheoretischen relativistischen Dichtednderungen
bei Einelektronatomen

Wir erhalten in dieser Normierung:

ll B Q2Oé2
2

Gisy )y = 2032 " (In(2Qr) +7 — 5/4)} +O(a?)

fis,s = Q¥ ll — Q;O‘Q (In(2Qr) +7 — 7/4} +0(a®)
G2, ) = %e‘% {(QT )

— Q;;)‘Q (Qr(2Qr + 165 — 43) + 16(Qr — 2) In(Qr) — 327 + 46)} +0(ah
foss = a%— [(@r -4

- Q;S‘Q (Qr(2Qr + 165 — 53) + 16(Qr — 4) In(Qr) — 647 + 124)] +0(a%)
920/, = ;2\3//;68’" {Qr

_ Q;gf (Qr(6Qr + 485 — 109) + 48Qr In(Qr) — 72)] +0(a%)
Fapy2 = 0‘3\5//;6% [(Qr —6)

_ Q;g‘Q (Qr(6Qr + 485 — 163) + 48(Qr — 6) In(Qr) — 2887 + 570)} +0(a)
Y2ps)y = gj)//;e_%rQT {1 — Q;gQ (241In(Qr) 4 247 — 47)} + 0(a)

QS/Z Q. Q2a2
f2p3/2:&8\/66 2 QT - 96

7 ist dabei die Euler-Mascheroni-Konstante, ¥ ~ 0.57721. Sie entstammt den Reihenent-

(24In(Qr) + 245 — 53)} + O0(a”)

wicklungen der Normierungskonstanten nach Potenzen von o?. Fiir das 1s-Orbital gilt:
[ raflat? =@
[ et = —ars

und wir erhalten genau die bei Kutzelnigg angegebene gg)—Funktion fiir das 1s-Orbital,

wenn wir zu unserem gg) das a?Q?/8-fache von gg) zuaddieren, um die dort gewéhlte
Normierungsbedingung (¢® ¢®) = 0 zu erfiillen.
Es ist einmal interessant, die stérungstheoretische relativistische Dichtednderung nach

unterschiedlichen Stortheorien in verschiedenen Bildern miteinander zu vergleichen. Dabei
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2. Relativistische Quantenchemie

entsprechen die oben angefiihrten Entwicklungen den Ergebnissen der ,,Direkten Storungs-
theorie” (DPT), vgl. hierzu Abschnitt 2.7.3. Vielfach wird aber zur Berechnung relativi-
stischer Effekte die 2-komponentige Storungstheorie mit dem singuldren Pauli-Operator
verwendet (PPT). Von Moss wurden die Radialanteile der resultierenden PPT-Storfunk-
tionen erster Ordnung explizit berechnet [73,74]. Analog zu den Dirac-Funktionen unter-
scheiden sich die beiden Komponenten der 2-komponentigen PPT-Wellenfunktionen nur
im Winkelanteil, die ebenfalls durch die Symmetrie vollstandig festgelegt werden kénnen.
Wir wollen den Radialanteil in PPT mit h(r) = 2(®) 4+ a?h® + ... bezeichnen.

Die PPT ergibt in hoherer als erster Ordnung divergierende relativistische Energiebei-
tréige, z.B. ist in zweiter Ordnung (d.h. O(a?))

1
16

5(4)/Q4a4 — glclgcl) S¢(O)|H(4)|¢(O)Z S |H(2) — E(2)|¢(2)) - _
:1/16+1/(8$;:(1/4) In(2yz) =-1/8— 1/(8$)+(1/4) In(29x)

wobei Moss zeigen konnte, daf} sich die divergierenden Anteile in beiden Termen wie oben
ersichtlich ezakt gegeneinander wegheben. Dabei gibt Moss in [74] Stérfunktionen $® an,

die nicht orthogonal zu (©) sind. Die Storgleichung erster Ordnung kann in der Form

(H(Q )w(o (H(O) _ E(O))w@) -0
2) — (&(2) + o)

geschrieben werden. Dabei ist ©(?) immer bis auf einen additiven Anteil by)®) unbestimmt.

Wir kénnen b so wihlen, da8 (1(]2) = 0 erfiillt ist, d.h.

b=—{O?)

In dieser Normierung lauten die Radialanteile der PPT-Storfunktionen erster Ordnung in

o? nach Moss:

1
W2, = —Q¥e lln(er) +5—1- ﬁ} Q?
/

hg = 323;; {Qr(@r +85—21) — 165 + 18 + Qi} Q>
hi s =~ e [Qr(3Qr + 247 — 53) + 24Qr In(Qr) — 48] @

2p1/2 96\/66 r r Y rin(Qr

@) Q*? o
h2p3/2 - e 2" [QT(G:)/ - 11) + 6Qr IH(QT) — 6] Q2

48v/6
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2.4. Vergleich von exakten und stérungstheoretischen relativistischen Dichtednderungen
bei Einelektronatomen

Die aus den Reihenentwicklungen folgenden Elektronendichten in PPT- und DPT-Néhe-

rung sind im Folgenden zum Vergleich einander gegeniibergestellt:
o .3
p]fslj/TQ = 4Q3%e 9 ll - Q%? (ln(2QT) +5 - 5)] +O(a?)

PRI = 4@ | (Qr -2
Q%*a? 1
-3 ((Qr —2) (QT’(QT +8y —21 — 5) — 165 + 23 4 8(Qr — 2) 1D(QT))

- M)} +0(a")

2
2 Q2C(2
24

BT, = @ (@ = S (24(@0 1n(@r) + QriQr(3Qr + 205~ 56) - 13

- 54)} + O(a?)

DPT 1 3o 2 Q*a? R .
Papg/s = ﬂ@ e ~"(Qr) [1 ~ o1 (12In(Qr) + 129 — 25)] + 0(a?)
AL =48 1= @ (1n(2qr) +3 - 1= 5o )| + 0t

8

QQOéQ
-8
+ O(a4)

1 —Jr
AT, = 3@ (@)

1 —Qr
s = Lreear o

(Qr —2) (QT’(QT’ + 8y —21) — 167 + 18 + 8(Qr — 2) In(Qr) + %)}

2 Q2C(2
24

(24(@)2 In(Qr) + Qr(Qr(3Qr + 247 — 53)

. 48])] +0(a?)

1 2.2 12
Poongs = 5@V (Qr)? [1 _ Q2Z (121n(Qr) 1125 - 22— @)] +O(ah)

Wir haben in Abb. 2.2 auf der néchsten Seite die exakten und stérungstheoretischen
Anderungen der Elektronendichten von Wasserstoff-AOs mit @ = 1 und Q = 100 graphisch
aufgetragen. Man erkennt, daf§ im Schrodinger-Pauli-Bild fiir Orbitale mit negativer QZ
k, d.h. s1/ und ps/s, die Elektronendichte néher am Kern sitzt als im Dirac-Bild. Ent-
sprechend gilt fiir die Radien-Erwartungswerte (r)paui < (7)pirac [75]. Umgekehrt ist bei

k > 0 im Dirac-Bild die Elektronendichte niaher am Kern, was wir auch an den Abb. fiir
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2. Relativistische Quantenchemie

30
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Abbildung 2.2: Relativistische Differenzdichten einiger Zusténde wasserstoffahnlicher
Atome mit der Kernladung @@ = 1 (linke Spalte) und @ = 100 (rechte Spalte) nach der
Dirac-Gleichung (Dirac), DPT der Ordnung «? (DPT) und nach Pauli-Stérungstheorie
O(a?) (PPT). Es ist 72A™p(r) [e/bohr] gegen log,,(r/bohr) aufgetragen.
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2.5. Berechnung von Mehrelektronenatomen: Dirac-Hartree-Fock- und
Dirac-Kohn-Sham-Methoden

p1/2-Orbitaldichten sehen kénnen. An Hand der Formeln fiir die relativistische Dichteénde-
rung niederster Ordnung kann man erkennen, dafl bei den s-Orbitalen die PPT-Dichten im
Gegensatz zur den DPT-Dichten noch Terme mit 1/r enthalten, was fiir ein ausgeprigteres
singuldres Verhalten sorgt. Die p-Orbitaldichten enthalten in beiden storungstheoretischen
Bildern vergleichbare (schwache) Singularititen vom Typ (Qr)*In(Qr). Die logarithmi-
sche Divergenz der p;/,-Orbitale am Kern macht sich erst in der néchsthéheren Ordnung
bemerkbar. Offenbar ist die Dichteéinderung niedrigster Ordnung (zumindest bei DPT)
stets schwicher als die vollstédndige relativistische Dichtednderung, was wegen der zuneh-
menden Bedeutung hoherer Ordnungen bei steigender Kernladung fiir ¢ = 100 erheblich
ausgepragter ist als bei () = 1.

2.5 Berechnung von Mehrelektronenatomen: Dirac-
Hartree-Fock- und Dirac-Kohn-Sham-Methoden

In kompakter Schreibweise lautet das 2x2-System relativistischer Einelektronen-
Radialgleichungen (2.24,2.25)

, ko _ (Ve A
f(5)-(edy ) e

In Dirac-Hartree-Fock- (DHF-) Néherung verwendet man fiir ein System von N Elektronen
ein gekoppeltes System von N DGLen vom Typ (2.30), wobei analog zu Abschnitt 1.2
das Potential V' als das effektive HF-Potential Vg aufgefalit wird. Es gilt fiir die hier
4-komponentigen Orbitale 1);

) Vea?) = —2u,

+Z/¢§(F')' (A () - & (2.31)

=7

|7 = 7|

- Z&aio’j \/w;(f)/) . % . wZ(F/)w](F) 3 dSF/
J

Die Elektronendichte ist in der iiblichen Weise durch Aufsummieren der Orbitalbetrags-

quadrate gegeben:

pl7) = D5 (7)) (232)
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2. Relativistische Quantenchemie

Hierbei ist ¢7¢); als Skalarprodukt der 4-komponentigen Dirac-Spinoren zu verstehen. Im
Rahmen der Dirac-Kohn-Sham- (DKS-) Methode wird der dritte Term in (2.31) durch das
ExCor-Potential Vx¢ der KS-Theorie ersetzt, z.B. in HFS-N&herung durch den Slaterschen
Austauschterm. Fiir ein atomares N-Elektronenproblem mit sphérisch symmetrischem Vg

erhalten wir fiir das Produkt - V:

+ / 4rrp(r') - dr' + 1 - / Aer’ p(r') - dr! (2.33)
0 r

—7r-ax - (S—ip(r)) %

Wiéhrend (2.31) die potentielle Energie eines Elektrons im Feld des Kerns und der restlichen
anderen Elektronen darstellt, und daher fiir grole r» das Produkt r -V gegen N — @ — 1
geht, ist der Grenzwert von (2.33) fiir grofie r gleich N — Q. Man folgt daher bei HFS-
Atomrechnungen oft einem Vorschlag von Latter [76] und setzt r -V fiir groflere r gleich
N — @ — 1, ab dem es zuerst diesen Wert annimmt (sog. Latter-Coulomb-tail correction).

Die DHF- bzw. DKS-Gleichungen konnen fiir Atome wie die nichtrelativistischen Ana-
loga auf einem Gitter von gréffenordnungsméfliig wenigen hundert bis 1000 Punkten nu-
merisch integriert werden [66,77-80]. Dies hat den enormen Vorteil, daf man keine Néhe-
rungen bzgl. einer Basisentwicklung zu machen braucht. Bei einer ausreichenden Zahl von
Punkten kann so i.d.R. das HF-Limit erreicht werden. Wir werden bei der Diskussion von
Dirac-Methoden fiir Molekiile noch sehen, dafl die Wahl der Basis ein sehr problematischer
Punkt in relativistischen Molekiilrechnungen sein kann.

Das zum ADF-Programmpaket gehoérende numerische Dirac-HFS-Programm DIRAC
[81], mit dem die in ADF-Molekiilrechnungen benétigten relativistischen Frozen-Core-
Potentiale berechnet werden koénnen, arbeitet auf der Grundlage dieses Ansatzes. Die
meisten Atomrechnungen in Kapitel 3 wurden ebenfalls mit diesem Programm durch-
gefithrt. Der Rechengang ist in etwa folgender: Man hat fiir jedes Orbital zwei gekoppelte
Differentialgleichungen vom Typ (2.30), die nach Standardverfahren numerisch integriert
werden konnen. Die Bestimmung der Start-Orbitale erfolgt dabei iiber die Angabe von
Start-Orbitalenergien (z.B. nach den Slaterschen Regeln oder aus anderen Rechnungen
ermittelt), andere Programme verwenden auch Modellpotentiale, z.B. nach dem Thomas-
Fermi-Modell.

e Um der Rechnung mehr Stabilitdt zu verleihen, wird die neue Elektronendichte einer
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Dirac-Kohn-Sham-Methoden

[teration aus einem gemittelten Wert der Elektronendichte der letzten Iteration, p°,

calc

und der aus den neuen Orbitalen berechneten, p®¢; zusammengesetzt,

pnew = - pcalc + (1 o .CI?) X pold

wobei z meist kleiner als 0.5 gewé#hlt wird. Es beschleunigt die Konvergenz erheblich,

wenn man mit einem variablen, pro Iteration optimal gewéhlten z arbeitet.

e Alsneue Variable wird i.d.R. y = In(r) eingefiihrt, um die kernnahen Bereiche stérker
zu gewichten. In diesem Fall kann man in y-Einheiten dquidistante Schrittweiten
verwenden.

Die Integration erfolgt in zwei Bereichen: einmal von innen nach auflen bis zum
klassischen Umkehrpunkt U, wo mit Potenzreihenansétzen fiir die Radialfunktionen
gestartet wird, zum anderen vom ,,Unendlichen” nach innen bis U. In letzterem

Bereich werden Exponentialansétze verwendet.

e Die Iterationen gelten i.A. als beendet, wenn die Orbitalenergien e fiir beide Be-
reiche mit der unteren Komponente F' berechnete Werte liefern, die innerhalb der
vorgegebenen Schranke iibereinstimmen, und G im Punkt U stetig differenzierbar

verlauft.

Berechnung von Erwartungswerten von "

Beriicksichtigt man (2.32), so lassen sich Erwartungswerte von r" durch

(Y — /0 T () + G2r)) dr (2.34)

ausdriicken und durch numerische Integration in einfacher Weise berechnen. Wegen der
Abbruchfehler der numerischen Integration am Ursprung und im ,,Unendlichen” kann es
bei grofien negativen oder positiven Potenzen von r Probleme geben, bzw. die Berech-
nung solcher Erwartungswerte speziell angepafite Gitter erfordern. Die in Atomprogram-
men standardméflig verwendeten Gitter sollten aber in jedem Fall in der Lage sein, die
genaue Berechnung der Erwartungswerte fiir n = 1 und n = —1 zu gestatten. Diese Option

wurde von uns in das Programm DIRAC implementiert und fiir Kapitel 3 verwendet.
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2.6 Zweiteilchen-Korrekturen

Die Verwendung des instantanen Coulomb-Potentials 1/r5 fiir die Elektron-Elektron-WW
zerstort die Lorentz-Invarianz der Dirac-Gleichung. Eine korrekte relativistische Gleichung
fiir ein Mehrelektronensystem miifite aus der QED hergeleitet werden. Eine solche Glei-
chung ist leider bis heute nicht bekannt. Ebenfalls ist fiir ein Mehrelektronatom mit N > 2
auch keine korrekte speziell-relativistische Ndherungslosung vorgestellt worden, die wirklich
Lorentz-invariant ist (fiir Zwei-Elektronensysteme kann die Bethe-Salpeter-Gleichung ver-
wendet werden). Von Breit stammt ein Vorschlag fiir die stérungstheoretische Behandlung
der Wechselwirkung zweier Elektronen, die deren endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit

beriicksichtigt [82,83]. A, ist dabei die relativistische Ersetzung von 1/r.

1 &G 1 A (61712)(GaT12)
h12 —_ — + P 2 2
T12 712 2719 T2

+ O(a?) (2.35)
Der erste Term ist dabei die klassische instantane Coulomb-WW | der zweite Term die
sog. magnetische WW (Gaunt-Term), der dritte Anteil beriicksichtigt die Retardierung,
d.h. die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit, des Coulombpotentials. Es ist heutzutage
moglich, diesen Operator auf der Basis der QED mit Hilfe storungstheoretischer Argumente
herzuleiten, die die Emission virtueller Photonen des einen Elektrons und deren Absorp-
tion durch das andere Elektron beriicksichtigt. Dabei erscheint (2.35) als der fithrende
frequenzunabhéngige Anteil einer Entwicklung um w = 0 eines w = «(g; — €3)-abhéngigen
Operators, weshalb man fzﬁ auch als frequenzunabhéngige Breit-WW bezeichnet. Die ¢;
sind hierbei die Energien freier Wellen, in denen die Operatoren dargestellt werden.

Im Lehrbuch von Moss [62] wird im Rahmen klassisch-relativistischer Physik die ent-
sprechende Hamiltonfunktion fiir zwei sich mit der Geschwindigkeit o; bewegende Elek-
tronen vorgestellt. Die Herleitung geht auf Darwin zuriick [84]. Im quantenmechanischen
Fall gibt es eine Korrespondenz zwischen dieser Hamiltonfunktion und ﬁﬁ, wenn c - &
als relativistischer ,,Geschwindigkeitsoperator” interpretiert wird. Dabei sollte man aber
vergegenwértigen, dafl die Eigenwerte von ¢ - & gleich +c¢ sind, so dafl man es hier nicht
wirklich mit einem Geschwindigkeitsoperator zu tun hat, sondern nur mit einer Dimensions-
Analogie.

Der ndherungsweise relativistische Hamiltonoperator fiir ein Mehrelektronsystem lautet

in dieser Dirac-Breit-Naherung

_ p (Z R SIT. v) (2.36)

> 1
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mit dem Dirac-Einelektronoperator

hP = c-éip; + B+ Ve (2.37)
und Projektionsoperatoren Pt auf den elektronischen Sektor des Hilbertraums.

Da die Breit-WW auf der Basis von Stérungstheorie hergeleitet wurde, wird von man-
chen Autoren ihre Verwendung in selbstkonsistenten Rechnungen abgelehnt. Dies mufl aber
von Fall zu Fall abgewogen werden. Zur Zeit ist nicht von vornherein klar, ob die variatio-
nelle Verwendung des Breit-Operators zu Problemen fiihrt oder nicht. Wegen des enormen
Rechenaufwands selbst in Atomrechnungen wird ﬁﬁ i.d.R. (aber nicht mehr ausschlief-
lich) nachtréglich als Storung erfafit und der entsprechende Energiebeitrag auf diese Weise
abgeschétzt. Der Gaunt-Term stellt eine gute Néherungsformel fiir die Breit-Korrektur
dar und erfordert die gleichen r7,'-Integrale, die ohnehin in der SCF-Rechnung anfallen.
Dieser Term 14t sich daher noch vergleichsweise einfach variationell in relativistischen
4-komponentigen Rechnungen beriicksichtigen. In [85] wird eine rechenzeit- und speicher-
platzsparende Mo6glichkeit einer variationellen Beriicksichtigung der frequenzunabhéngigen
Breit-WW in numerischen relativistischen MCSCF-Rechnungen fiir Atome vorgeschlagen,

deren Implementierung demnéchst erfolgen soll.

2.7 Naherungslésungen fiir die Dirac-Fock-Gleichung
fiir Molekiile

2.7.1 Basissatz-Entwicklung

Wie die SG fiir ein Mehrelektronsystem ist auch die entsprechende Dirac-Gleichung 2
PPy =4 - F

nicht exakt 16sbar. Man geht daher, wie schon fiir Atomrechnungen vorgestellt, einen ana-
logen Weg wie bei der HF-Theorie, d.h. man versucht die exakten Eigenfunktionen von
HPB zuniichst durch eine Slaterdeterminante, die demnach aus vierkomponentigen Spi-
nororbitalen bestehen mufl, anzundhern. Diese konnen dann z.B. in einer CI-Entwicklung
verwendet werden. Ein alternativer, aber wie wir gesehen haben, verwandter Ansatz be-

steht in der Kohn-Sham-Néaherung. Wie bei den nichtrelativistischen HF-Gleichungen und

12Die Breit-Korrektur wird hiufig weggelassen, d.h. man verwendet den ,,Dirac-Coulomb”-Operator
HPC = PH( AP + 30 i+ Vane) P
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Post-SCF-Methoden ist auch im relativistischen Fall die numerische Integration der resul-
tierenden DHEF- (oder auch DKS-) Gleichungen bei nicht-linearen Molekiilen zu aufwendig,
weshalb man fiir relativistische Molekiilrechnungen ebenfalls eine Basis-Entwicklung des
Dirac-Fock-Problems vornimmt.

Solche ,,voll relativistischen” vierkomponentigen Rechnungen sind aber mit einigen ty-
pischen Problemen behaftet. Zum einen ist natiirlich der Rechenaufwand enorm, da 1. jedes
Orbital Speicherplatz fiir obere und untere Komponenten benétigt und 2. die Eigenfunk-
tionen von H?B i.d.R. komplex sind, was den Speicheraufwand nochmals verdoppelt. Zur
Berechnung von Matrixelementen muf in 4-komponentigen Rechnungen immer eine Summe
iiber die Spinorkomponenten gebildet werden. Daneben gibt es aber noch weitere Proble-
me von vierkomponentigen Rechnungen, die mit den Eigenschaften des Dirac-Operators
zu tun haben [69, 86, 87]:

1. Variationsproblem: Das FEigenwertspektrum von HPB gt nicht nach unten be-
schrankt, weshalb das Variationsprinzip in der Formulierung in Anhang A nicht mehr
giiltig ist. Die Losung des Dirac-Fock-Problems ist damit numerisch sehr empfindlich
(viel empfindlicher als das HF-Problem). Allerdings gilt nach wie vor, daf die exakten
Eigenwerte stationér bzgl. Variationen der Wellenfunktionen sind, so dafl mit geeig-
neten Basissdtzen trotzdem Konvergenz erreicht werden kann. Die Erwartungswerte

sind aber nicht mehr untere Schranken fiir die exakten Eigenwerte.

2. Randbedingungen: Die in der numerischen Quantenchemie iiblichen Basisfunktionen
stellen die ndherungsweise Erfiillung des korrekten asymptotischen Verhaltens der
Wellenfunktion sicher. Das Problem der Randbedingungen wird i.d.R. als nicht so
schwerwiegend angesehen. Bei realistischen Kernmodellen sind Gaussfunktionen fiir

kleine r richtig.

3. Brown-Ravenhall ,,Krankheit” [88]: Der Ersatz der Quantenfeldtheorie (QED mit ge-
eignet kommutierenden Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Elektronen und
Positronen) durch eine klassische Feldtheorie (Hamiltonoperator mit fixer Teilchen-
zahl und positiven/negativen Eigenwerten fiir Elektronen/Positronen) hat zur Folge,
daB der resultierende Mehrteilchen-Dirac-Coulomb-Operator ausschliefflich Kontinu-
umslosungen hat, da jeder gebundene Zustand mit einer Linearkombination aus po-
sitiven und negativen Kontinuumslosungen entartet ist, so daf jede variationelle Be-
handlung mit einem Variationskollaps endet (man spricht auch von der ,, Auflésung”

der Elektronenzustéinde im negativen Kontinuum) [89]. Die diskreten Energienive-
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aus werden lediglich durch die Basis-Entwicklung erzeugt. Die Brown-Ravenhall-
Krankheit 148t sich durch die ,,No-Pair-Ndherung” mittels formaler Verwendung von

Projektionsoperatoren umgehen:

o+ — p+ pt

PO DYWL

Jj>i 1

E>0

er(Z) = Z |¢u><¢u|

mit geeignet gewéhlten ,,Elektronen”-Zustédnden, z.B. freien Wellen oder Einteilchen-
Zusténden im Kern- oder Dirac-Fock-Feld. In gewisser Weise ist die Brown-Ravenhall-
Krankheit mit Punkt 1 verkniipft, da sie bei einem nach unten beschrankten Operator

nicht auftreten wiirde.

4. Basissatz-Krankheit: Dieses Phénomen beschreibt das Auftreten von extrem schlech-
ten Matrix-Eigenwertldsungen mit Basissétzen, die im Grunde flexibel genug sind, die
Grundzustands-Wellenfunktion recht genau zu beschreiben, aber die Kopplung der
oberen und unteren Komponenten von v nicht gewéhrleisten. Dies ist ein Problem
jeder Basissatzdarstellung von gekoppelten DGLen [86]. Das korrekte Verhéltnis von
oberen zu unteren Komponenten ist z.B. fiir die Energieberechnung extrem wichtig,
da letztere implizit die kinetische Energie festlegen. Die Basissatz-Krankheit kann
man mit sog. , kinetically balanced basis sets” in den Griff bekommen. Dabei wird
die Basis fiir die unteren Komponenten durch Anwendung von &p auf die Basis fiir die

oberen Komponenten generiert. Dieser Punkt wurde erstmalig in [86] angesprochen.

Auf Grund der genannten Probleme ist es verstéindlich, dal zwar voll relativistische nu-
merische Atomrechnungen heutzutage auch auf MCSCF-Niveau mit hoher Genauigkeit und
numerischer Stabilitdt durchgefiihrt werden kénnen, die Durchfithrung von vierkomponen-
tigen relativistischen variationellen Molekiilrechnungen in Basissatz-Entwicklung jedoch al-
les andere als Routine ist. Allerdings sind mittlerweile auch solche Programme verfiigbar,
z.B. auch ein mit dem ADF-Programmsystem verwandtes 4-komponentiges Dichtefunktio-

nalprogramm namens BDF (fiir Beijing Density Functional) [90-92].
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2.7.2 Transformation der Dirac-Gleichung auf 2-komponentige

Formen

Um den Rechenaufwand zu reduzieren und das Kopplungsproblem der oberen und der
unteren Komponenten zu umgehen, sowie um ein einfacheres Bild fiir Interpretationen
zu erhalten, sind viele Ansétze versucht worden, den Dirac-Hamiltonoperator auf eine
2-komponentige Form zu bringen. Dazu schreiben wir die Dirac-Gleichung fiir ein Ein-
Elektronsystem einmal in Form einer 2 x 2-Matrixgleichung, wobei jedes Matrixelement
wieder eine 2 x 2-Matrix, jede Vektorkomponente einen 2-Vektor darstellt. ¢ ist der 2-

Vektor der oberen ,,groflen”, x der 2-Vektor der unteren ,kleinen” Komponenten. Wir

2
v_ o
£ P 7 = (2.38)
cop V —e—2c X

erhalten mit ¢ = F — ¢*:
Wir wollen hier nur einige der bekannten Moglichkeiten diskutieren. Fiir eine Ubersicht

und Klassifizierung der verschiedensten Methoden siehe z.B. [93].

Eliminierung der unteren Komponente: ESC und ZORA

Gleichung (2.38) lautet ausmultipliziert

(V—e)p+capx =0
copp+ (V—e—23)x =0

Aus der unteren Zeile bekommen wir die Relation zwischen oberen und unteren Kompo-

nenten:

cop

X:202—V—€

¥

Wir sehen an dieser Formel iibrigens auch die Begriindung, warum es sinnvoll ist, die sog.
,,kinetically balanced basis sets” (¢ und V wird gegeniiber 2¢ vernachlissigt) bzw. ,,atomic
balanced basis sets” (das Feld des dem Elektron benachbarten Kerns wird mitbericksich-

tigt) in der genannten Weise zu konstruieren. Der Ausdruck fiir x kann in die obere Zeile
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der Matrixgleichung eingesetzt werden:

. 1
HESCp = {VJré&ﬁ-y-&ﬁ} o=@ € (2.39)
(14 e—V\ !
vy= 2c2
r ..
X =5 Yopy (2.40)

ESC steht dabei fiir ,,Elimination of the Small Component”. Wenn man beriicksichtigt,
daf

(6D)(6D) = laxz - P
gilt, so erhélt man fiir ¢ — oo die nichtrelativistische SG fiir den 2-Spinor ¢. Die ESC-
Gleichung zeigt, dal man anstatt des gekoppelten Systems (2.38) von DGLen 1. Ordnung
auch dquivalent eine DGL 2. Ordnung fiir den 2-Spinor ¢ allein 16sen konnte. x kann dann
,,einfach” aus ¢ berechnet werden. Man sollte sich dabei aber vergegenwirtigen, dafl der

Energieerwartungswert

o= W _ Livie) + Selomonta] /el

auch von ¢ implizit abhéngt, so dal der ESC-Operator in dieser Form nicht fiir eine linear-
variationelle Behandlung in Frage kommt. Man beachte die verdnderte Normierung in
der letzten Gleichung. Der naheliegende néchste Schritt ist, den ESC-Operator in eine

2

Potenzreihe um ¢™* = 0 zu entwickeln. An der Gleichung fiir y sehen wir aber, daf§ eine

solche Potenzreihe nur fir
|V —e| < 2¢?

konvergiert. In einem Coulombpotential V' = —Q/r wiirde dies bedeuten, daf die Reihe
nur fiir Elektron-Kern-Absténde

r>Q/(2¢* —¢€)

konvergiert. Gerade die kernnahen Anteile der Orbitale werden aber durch relativistische
Einfliisse modifiziert, so dafl man nicht erwarten kann, daf§ dieser Ansatz ohne weiteres

konvergente Resultate liefert [72].
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Von Van-Lenthe stammt daher der Vorschlag, in der sogenannten ZORA-Methode (fiir

zeroth order regular approximation) nicht ¢=2 sondern

1
2c2 -V

als Entwicklungsparameter zu verwenden [94,95]. Dazu schreibt man den ESC-Operator

um:

2 -1
HESC — v 4 65 C 1 € A
+Up202—V + 2c2 -V TP

Die anschlieende Potenzreihenentwicklung nach dem genannten Entwicklungsparameter
ist unproblematisch. Bei der ZORA-Methode wird die Entwicklung nach dem ersten Glied
abgebrochen. Man erhélt einen gendherten regulédren relativistischen Hamiltonoperator,
der variationsstabil ist. Die ZORA-Methode ist von Van-Lenthe in das ADF-Programm
implementiert worden. Die Ergebnisse der relativistischen Rechnungen héngen aber zu-
mindest bei der ADF-2.x-Implementierung verhéltnisméafig stark von den verwendeten
Basissétzen ab. Mit den ADF-Standardbasissédtzen liefert die ZORA-Methode mit ADF
2.x wenig brauchbare Resultate, ist aber bei Verwendung optimierter Basissédtze sehr
vielversprechend. Die Losungsfunktionen haben die gleiche Singularitit wie die Dirac-
Eigenfunktionen. Vgl. hierzu auch die Ergebnisse einiger ,,Benchmark”-Rechnungen in
Kapitel 6.

Foldy-Wouthuysen- (FW-) Transformation

Um zu einer zweikomponentigen Gleichung fiir Elektronen zu gelangen, wurde von Foldy
und Wouthuysen 1950 eine unitédre Transformation vorgeschlagen, die die Elektronen- und

Positronenzusténde entkoppelt [96]:

. o an HFW 0
FW _ 1+ {Dfr _ +
H" =U"H U-( 0 ﬁFW)

Sie konnten zeigen, dafl H f W im nichtrelativistischen Limes ¢ — oo gerade den Hamilton-

operator der SG ergibt. Fiir ein freies Teilchen 148t sich U in geschlossener Form angeben

(z.B. [72]):
[ _ /Lo cTpep
1+ c15ap
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Problematisch an der FW-Transformation ist, daf sie selbst fiir ein freies Teilchen nicht-

1

analytisch in ¢ ist. Fiir die Dirac-Gleichung mit externem Potential V' ist U nicht in

geschlossener Form bekannt. Der einzige bekannte Weg, die FW-Transformation zu kon-

struieren, ist iiber eine ¢!

= a-Entwicklung, wobei obere und untere Komponenten in
zunehmendem Mafle entkoppelt werden. Es ist aber nicht von vornherein klar, ob diese
a-Entwicklung iiberhaupt zuléssig ist. In niedrigster Ordnung erhélt man den bekannten

Schrodinger-Pauli-Hamiltonoperator [97]

HSP:T—FV—FiLMv—i—iLD—}—iLSO (241)
~ o?
hary = —gv‘1 (2.42)
~ o’
ho =< (V?V) (2.43)
N a2 =

(2.42) ist dabei der sogenannte Geschwindigkeits-Massen-Term (mass-velocity) und stellt
die relativistische Korrektur niedrigster Ordnung zur kinetischen Energie dar, (2.43) ist der
sogenannte Darwin-Term, der die Verschmierung der Ladung um die Position der Masse
des Teilchens und die daraus resultierende Abschwéchung der Kern-Elektron-Anziehung
beschreibt, (2.44) ist die Spin-Bahn-Kopplung (spin-orbit) niedrigster Ordnung, die in den
oberen und unteren Komponenten der Dirac-Spinoren die Eigenfunktionen des Spins mit
Eigenfunktionen des Drehimpulses zu unterschiedlichem [ miteinander verkniipft, wie wir
in Abschnitt 2.3 gesehen haben.

In der Standard-Darstellung der Dirac-Gleichung tritt V' (7) auf, so da8 7" als Operator
fir den Ort der Ladung identifiziert werden muB. [¢)”|? beschreibt daher die Ladungs-
dichte. Die transformierte Wellenfunktion 15F = U*tP beschreibt dagegen als |57 |2 die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Masse des Teilchens, wihrend der Ort der Ladung mit
einer Unschérfe von der Gréfienordnung der Compton-Wellenlédnge (=« in at.E.) behaftet
ist. Ort von Ladung und Masse sind nicht-kommutierende Operatoren, fiir die eine Hei-
senbersche Unschéirfebeziehung gilt. Dies stammt daher, dafl 7" und p nicht kommutieren.
Die FW-Transformation hiangt aber von p ab, so daf§ durch die Transformation auch 7 (als
Operator in Orts-Darstellung) betroffen ist, d.h.

7P = UtFU
Fiir eine detaillierte Untersuchung dieses Wechsels des Bildes siehe z.B. [75].
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(2.42), (2.43) und (2.44) konnen als relativistische Storung im Rahmen von Stérungs-
theorie erster Ordnung beriicksichtigt werden. Wie wir in Abschnitt 2.4 aber schon
erwahnt hatten, sind die Storbeitrdge dieser Operatoren in héherer Ordnung divergent,
was nach [93] um so stirker auf die Storbeitrige von Operatoren hoherer als O(a?) der
FW-Transformation zutrifft. Die Untersuchungen von Moss et al. [74] haben gezeigt, daf
die Verwendung von FW-Hamiltonoperatoren in jeder Hinsicht problematisch ist. Wir hat-
ten schon in einem der vorigen Abschnitte die aus dem Pauli-Operator resultierenden
relativistischen Masse-Dichtednderungen fiir wasserstoffihnliche Systeme mit den exakten
Resultaten fiir die Ladungsdichte- Anderungen Dirac-Gleichung und mit denen in storungs-
theoretisch erster Ordnung nach der DPT (siehe Abschnitt 2.7.3) verglichen.

Der Schrodinger-Pauli-Operator steht im ADF-Programmsystem fiir variationelle Rech-
nungen zur Verfiigung. Siehe Abschnitt 4.8.3 bzgl. einiger Kommentare zu dieser Vorge-

hensweise.

Douglas-Kroll-Transformation

Die Douglas-Kroll-Methode beginnt mit der FW-Transformation fiir ein freies Teilchen, an-
gewendet auf den Dirac-Hamiltonoperator eines gebundenen Teilchens. Die bei der Trans-
formation auftretenden Zusatzterme werden so als Storung behandelt. Wir wollen den kom-
plizierten Formalismus hier nicht vorstellen, da die Douglas-Kroll-Transformation und ihre
Implementierung in das ADF-Programm bereits Thema einer Dissertation in der hiesigen
Arbeitsgruppe gewesen ist [47]. Die resultierenden Matrixelemente in einer Basis sind zum
grofiten Teil impulsabhéngig und werden daher geschickterweise im Impulsraum, wo p = p’
gilt, berechnet. Der Vorteil der Douglas-Kroll-Methode liegt darin, daf§ die Entwicklung
in niedrigster Ordnung bereits Teile hoherer Ordnungen der relativistischen Korrekturen
enthilt 2. Die erhaltenen Ergebnisse sind daher schon in vergleichsweise niedriger Ordnung
der Storentwicklung sehr zufriedenstellend [98]. Der Douglas-Kroll-Formalismus wurde zu-
erst von Hess in eine in Molekiilprogrammen handhabbare Form gebracht, programmiert

und seither intensiv auf die Berechnung schweratomiger Molekiile angewendet [99, 100].

ECP-Methoden

Im Rahmen der quasirelativistischen Methoden sind auch die relativistisch korrigierten

effektiven (Pseudo-) Rumpforbitale einzuordnen, die in vielen Standard-Programmen der

13Man kann dies vielleicht analog zur abgebrochenen Coupled-Cluster-Entwicklung ansehen, bei der die

Wellenfunktion ebenfalls Teile der Korrelation in héherer Ordnung enthélt.
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Quantenchemie zur Verfiigung stehen. Dabei werden h&ufig die Pseudopotentiale spin-
gemittelt an voll-relativistische Rumpfpotentiale aus Atomrechnungen angepafit. Die re-
lativistisch modifizierte Dynamik der Elektronen in Kernnihe pflanzt sich bis in den Va-
lenzbereich fort und wird durch die relativistischen ECPs simuliert. Die Resultate solcher
Rechnungen, die nicht aufwendiger sind als nichtrelativistische Pseudopotentialrechnungen,

konnen zwischen ,,sehr annehmbar” und ,,wenig zuverldssig” eingeordnet werden [89)].

2.7.3 Direkte Storungstheorie (DPT)

Wir wollen an dieser Stelle etwas ausfiihrlicher auf die direkte stérungstheoretische Be-
rechnung relativistisch korrigierter molekularer Energien und Elektronendichten eingehen,
da die Implementierung der Berechnung besagter Groflen in das ADF-Programm Bestand-
teil dieser Arbeit ist. Die Formulierung der sogenannten Direkten Storungstheorie (Direct
Perturbation Theory, DPT) geht nach Vorarbeiten bei Sewell [101] und Moore [102-104]
auf Rutkowski [105-108] und in einer anderen Formulierung auf Kutzelnigg [72,93] zurtick
(der auch den Begriff DPT einfiihrte). Wir wollen uns in der fiir die folgende im Rahmen
der Kohn-Sham-Formulierung der Dichtefunktionaltheorie nétigen Aufstellung der DPT-
Gleichungen an der Vorgehensweise von Kutzelnigg et al. in [109, 110] (dort explizit fiir
Hartree-Fock-Orbitale) orientieren. Eine Implementierung der DPT-Methode fiir Kohn-
Sham-Orbitale in TURBOMOLE wurde in [111,112] vorgestellt.

Der relativistische Kohn-Sham-Operator

Im Rahmen der relativistischen Hartree-Fock-Theorie sind die nichtrelativistischen ein-
komponentigen Spinorbitale ¢; durch 4-komponentige Spinororbitale 1@ zu ersetzen, die
ihrerseits wieder als 2-Vektor von zweikomponentigen Spinoren ¢; und y; geschrieben wer-

den konnen:
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Im relativistischen Dirac-Hartree-Fock-Formalismus hat der Fock-Operator fiir Elektronen
die Gestalt !4

FDF = 02(B — 1) —+ Cdﬁ + VN@ + Z(jz — f(z)

1 cop -
- - P o | T Verr
c6p (1 —2me?)

& und B sind die 4 x 4-Dirac-Matrizen, vgl. (2.6). Wir werden im Folgenden die 2 x 2-
Matrixgestalt der Matrix-Elemente von FPF ynd anderen Matrizen nicht explizit notieren.

Im Rahmen des praktizierten DFT-Formalismus wird der Fock-Operator weiter ,,ver-
einfacht” und ,,verbessert”, so dafl das effektive Potential Vi in der resultierenden relativi-
stischen Kohn-Sham- (KS-) Einteilchengleichung fiir alle Orbitale gleich ist und nur noch
von der Elektronendichte (und ggf. deren Ableitung(en)) abhingt. V.g ist bei Standard-
Dichtefunktional-Methoden ein multiplikativer Einteilchen-Operator, so dafl wir im Folgen-
den statt Veg der Einfachheit halber das ExCor-Potential Vg auf der Diagonalen von F ein-
setzen werden. Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird im Kohn-Sham-Formalismus
wie bei der Hartree-Fock-Methode nur in Form eines solchen zeitunabhéngigen externen Po-
tentials beriicksichtigt, so daf} in dieser Ndherung keine Retardierungseffekte des effektiven
Coulombpotentials auftreten. Wichtiger wére die Beriicksichtigung der magnetischen Wech-
selwirkung (Gaunt-Term), deren Beitridge in der Valenzschale von closed-shell-Systemen

jedoch i.d.R. vergleichsweise klein sind und in der folgenden Betrachtung vernachléssigt

~ 7 V:e 5P ) )
e =) (2.45)
6P Vg — 2mc? Xi Xi

Das effektive Potential ist dabei als Funktional der Elektronendichte p durch

werden.

Ve = Ve + Volp] + Vxelp]

gegeben und wird aus der endgiiltigen relativistischen Dichte berechnet, weshalb diese Glei-
chungen wie ihre nichtrelativistischen Pendants selbstkonsistent gelost werden miissen, da
der Fock-Operator nicht ohne Kenntnis der Orbitale aufgebaut werden kann. Im Prinzip

miissen hier relativistische Korrekturen des Dichtefunktionals berticksichtigt werden. Es hat

l4Hierbei wird der Energie-Nullpunkt gleich der Ruheenergie ¢? des Elektrons gesetzt. Freie Elektronen
haben so die Energie Null, gebundene Elektronen negative Energie. Dies fithrt auf den Term 02(3 -1
statt 023 in der Dirac-Fock-Gleichung.

105



2.7. Nédherungslosungen fiir die Dirac-Fock-Gleichung fiir Molekiile

sich jedoch bei Vergleichsrechnungen gezeigt, dafl bei Valenzelektronenrechnungen deren
Beitréige sehr klein sind [47,113]. Die fiir nicht allzu schwere Systeme wichtigsten relativi-
stischen Korrekturen bekommt man durch die korrekte Behandlung von (2.45), wiahrend
feinere Effekte wie Zweiteilchenkorrekturen und relativistisch korrigierte ExCor-Potentiale
einer storungstheoretischen Betrachtung fiir &uflere Schalen in erster Ordnung numerisch

vernachléssigbar ist.

Relativistische Direkte Storungstheorie (DPT) fiir Kohn-Sham-Orbitale

Im Sinn der DPT wird nun eine neue Metrik S '° fiir die Gleichung (2.45) eingefiihrt:

() (4) )
Xi C- Xi Xi

so daf sich die relativistische Kohn-Sham-Gleichung zu

FRSDPT () g ) g (2.46)
Xi Xi
10
S:

andert. Hier und im Folgenden ist o die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante, die gerade

mit

der inversen Lichtgeschwindigkeit in atomaren Einheiten entspricht: a = ¢! &~ 1/137.036

a.u.. In der gewahlten Metrik gilt weiterhin
~ ~ ()0 .
(ilg) — (Uil Sls) = (i, xa)| S| ( X]' >>
J
etc.. Die Anderung der Metrik fithrt ebenfalls zu einer Anderung des Fock-Operators, die

man leicht durch Skalarmultiplikation von (2.46) von links mit ¢; bestimmen kann, da das

so berechnete ¢; das gleiche sein soll wie in (2.45)

EKSDPT _ ( Fi aFg ) — ( Vet op ) (2.47)

KS 2 7KS Al 2
oy ot Fy 6p aVeg —2m

15Die fette Notation fiir S soll die Matrixgestalt verdeutlichen.
16Man kann auch den Ubergang zur neuen Metrik als Transformation der Orbitale, 1; = S —Y 24 mit
10

der Matrix §~'/2 = (
0 ¢

) — § /2" Luffassen. Der Fock-Operator transformiert sich dabei nach

FKSDPT _ g1/27 pKS GL/2 1y 1/2 — ( (1) 0 )
«
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2. Relativistische Quantenchemie

Der Vorteil dieses Operators ist nun, dafl er eine wohldefinierte Entwicklung nach Potenzen

von «o? gestattet. Zunichst schreiben wir das effektive Potential als Potenzreihe
o0
Ve = Z VG
k=0

und erhalten so

FESDPT _ fo(0) 4 (22 4 Z o2k fr(2k) (2.48)
k=2

V(O) A V(2) 0 0
_ AeHA op + &2 eff 0 + Z&Qk‘/égk)
op —2m 0 Vg P

Der obere Index (2k) bezeichnet dabei jeweils die k-te Ordnung der Stérentwicklung in .

Die metrische Matrix S hat eine besonders einfache a?-Entwicklung:
S =80 4,283 (2.49)
10 o 00
0 0 01

Aus der Entwicklung der relativistischen Kohn-Sham-Gleichung in der Metrik S nach Po-

tenzen von o?

0 0 1 0o 0
Z o2k fr(2k) Z a2k¢i(2k?) _ Z o2k §(2k) Z a2k¢§2k) Z angz(?k) (2.50)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

bekommen wir Gleichungen fiir unterschiedliche Ordnungen in o?, indem jeweils Terme

gleicher Ordnung zusammengefaflt werden:

F(o)w(O) _ S(O)¢(0) Q) (2.51a)
FOIY0) 4 FOYE — 550 .0 | g0y 0 4 5040 & (5)
...ete.

Diese Gleichungen (2.51a,2.51b,...) konnen unter Beriicksichtigung der richtigen Normie-
rung gelost werden. Im Kohn-Sham-Formalismus gilt bekanntlich (2.50) nur in Verbindung
mit der Nebenbedingung der Orthonormalitéit der Orbitale, d.h.

(Vi S|1p;) = 04 (2.52)
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2.7. Nédherungslosungen fiir die Dirac-Fock-Gleichung fiir Molekiile

in der Metrik S, d.h. wir miissen (2.52) nach Potenzen von a? entwickeln und erhalten so

W 8Oy =g,
(0) (2) (2) (0) (0) 0) _
(W7 SO 15y + (0 | SO i) + (17 | 8@ |4y = 0

...ete.
bzw. mit den Komponenten ¢ und y geschrieben:
(" ) = 6 (2.530)
@ 1)+ P 1) + (0 X7 = 0 (2.53D)

...etc.

Bestimmung der Storgleichungen der Ordnung (2k)

Die Gleichungen fiir die relativistischen Korrekturen der Orbitalkomponenten erhalten wir
aus (2.51a,2.51b,...). Fiir die Nullte Ordnung gilt nach (2.51a) mit (2.48) und (2.49):

Vil =< ep \ (@) _,
op —2m O]
D Xi

Dies ergibt zwei Gleichungen fiir die 2 gesuchten Funktionen. Die untere Zeile der Matrix
liefert (jeweils fiir jede Ordnung) die Relation zwischen oberer und unterer Komponente,
hier fiir die nullte Ordnung

0 _ FP (0

. 2.54
XZ 2m 1 ? ( )

und die obere unter Beriicksichtigung der unteren Zeile, hier (2.54), die entsprechende

Storgleichung, also schlielich fiir die nullte Ordnung;:

(T + Vg =) el =0 (2.55)
unter Verwendung der Beziehung
1 .. 1 . .
- (6D) =5 —p* 1=T" . (2.56)

Gleichung (2.55) stellt gerade die nichtrelativistische Kohn-Sham-Gleichung dar, die von
der oberen Komponente nullter Ordnung erfiillt wird.

Fiir die Korrekturen erster Ordnung (O(a?)) bekommen wir aus (2.51b) mit (2.48) und
(2.49)

0 0 PN 2 2 2 0
Vi = b \ (@), (Ve —a” 0 a” Y _,
55 —om 2 0 v _ O o )=
p Xi off — Ei Xi
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2. Relativistische Quantenchemie

oder ausmultipliziert

Vi’ =)o + &ﬁx?) + (Vi =) =0

ape? —2mx? + (Vg —e”)” =0

Die untere Zeile kann nach dem unbekannten X(-Q)

;7 aufgelost werden:

@_0P @, L o _ _0)0

Xio T o, % + Qm( ar &)X
_9P o Lo 0y9P 0 257
2mgpz +2m( eff 81 )2m 1 ( ‘ )

Dies wird in die obere Zeile eingesetzt, um gpz@ (unter Verwendung von (2.54) und (2.56))
zu bestimmen:

0= (10 + Vg =)ol + | (Vg =)+

’L 3

GP 10) _ _0\9P] 5
(2.58) ist eine typische SCF-Gleichung, da das Potential Ve(f?) nicht bekannt ist, solange
die Dichte der Ordnung o? nicht bekannt ist, die ihrerseits wieder aus den w @ berechnet
werden mufl. Man mufl daher die gol ) abschitzen (z.B. aus (2.58) mit fo = 0), daraus ein
(2)

Veff) konstruieren, (2.58) losen und diese Prozedur wiederholen, bis Ve(ff die gleichen ¢,

liefert, aus denen es konstruiert wurde (sog. ,,Pertubed SCF-Verfahren”).

Berechnung der relativistischen Orbitalenergie-Korrekturen

Durch Skalarmultiplikation der Gleichungen (2.51a,2.51b,...) von links mit Qﬁi(o) erhalten wir
die relativistischen Korrekturen fiir die Orbitalenergien in den unterschiedlichen Ordnun-
gen. Hierbei miissen (2.53a,2.53b,...) sowie (2.54) beriicksichtigt werden. Zur Vereinfachung
von (2.59b) wurde auBerdem (2.51a) verwendet.

= (@0 TO + v o (2.59)
e 0| 8@ Oy
—a70¢” 1)

GP 0,0 _ 9P © 5
+<2mgpz H/eff 81 ’2mgpz > ( 59b)
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2.7. Naherungslosungen fiir die Dirac-Fock-Gleichung fiir Molekiile

Das Potential wird aus der relativistischen Dichtesinderung wie folgt bestimmt '7:

p=p"+ap? Z@D S,

Var = Vg +?Vi§ +
= Vea[p” + a?p® + .. ]

. 2
Daraus folgt z.B. fiir Ve(ff):

Vi = Vealp® + o) = VP[]

€

mit
occ

=2 (W SO U+ SO 1y 50 ()

occ

~ Z (6”0 + 66 + xOx) (2.60)

Falls Vg linear von p abhéngt, kann fo) direkt aus p® berechnet werden. Dies ist fiir
das Coulombpotential der Fall, im Allgemeinen nicht aber fiir das ExCor-Potential. Fiir
kleine relativistische Dichtedinderungen 148t sich aber eine Linearisierung des ExCor-Terms
durchfithren, um die Berechnungen einfacher und iibersichtlicher zu gestalten, wie dies auch
schon in dem Programm von Snijders et al. vorgenommen worden ist [114]. Wir werden

diese Ndherung im Folgenden ebenfalls verwenden.

Implementierung der DPT-Dichteberechnung in das ADF-Programm

Zur Analyse der relativistischen Bindungsldngeninderung durch skalar-relativistische Ef-
fekte war die Implementierung der Berechnung skalar-relativistischer Dichtednderungen auf
storungstheoretischem Niveau (zur Vermeidung des Variationskollapses durch den Pauli-
Operator bei kleinen Frozen-Cores und flexibler Rumpfbasis) vorgeschlagen worden [115].
Hierzu ist folglich die Losung des skalar-relativistischen Anteils von (2.58) in einer Basis
notig. Wir wollen zur Darstellung der relativistischen Dichtednderung die Orthonormalba-
sis der besetzten und unbesetzten nichtrelativistischen MOs wahlen. Diese Basis bietet die

gleiche Flexibilitat wie die AO-Basis. Zur Berechnung des Potentials ist die Berechnung

Y"Tm Prinzip gilt Veg = V;(g) [p©] + 8‘5—;0) - p® + AV [p0)]. Wie zu Beginn des Abschnitts schon
erwihnt, sind die Effekte des letzten Terms aber ziemlich klein [113] und werden in dieser Betrachtung

vernachléssigt.
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2. Relativistische Quantenchemie

der Dichte nétig, die von den unteren Komponenten der Orbitale stammt. Die Berechnung
der unteren Komponenten y in einer Basis soll dabei umgangen werden, da hierzu sehr vie-
le Polarisationsfunktionen in der Basis notig wéren, wiahrend die verursachte Dichte evtl.
auch ausreichend genau in der ADF-Dichte-Fit-Basis dargestellt werden kann. Die skalar-
relativistischen Anteile der DPT-Korrekturen ergeben sich durch Ersetzung von (&ﬁ)2
durch p? in den Formeln, so da8 das Verfahren zum SchluB effektiv 2-komponentig ist und
keine Mischung von a- und S-Spin-Orbitalen durch Relativistik auftreten kann.
Mit der Abkiirzung

hi= o (Vi =) (2.61)

lautet die relativistische Stérgleichung 1. Ordnung nach (2.58) 1#

~

(T + Vi =)ol + (ki + Vg —)l” =0 (2:62)

% %

(2

i

(0)

Um zu einer Darstellung der ¢ ) in der Basis der ¢, ~ zu gelangen, skalarmultiplizieren

wir (2.58) (in skalar-relativistischer Form) von links mit gpgo), j # i, und erhalten

0= (" |TO+ Vg - 1o”) + (" |7 + Vg — i 1 9”)
Mit Hilfe von (T + Ve(fg))wgo) = @50)550) sowie ((pg-o) ]55-2) |\ = 55-2) <g0§-0) 1o\ = 0 fiir
j # 1 folgt daraus:

0= (e — e 1oy 4+ (@O i+ V|0 G (2.63)

Wir machen jetzt folgenden Ansatz fiir 4,022), der die korrekte Normierung (2.53b) sicher-
stellt:

1
o =3 el B~ 50 - (" Ii”) (2.64)
k#1
Einsetzten von (2.64) in (2.63) liefert fiir j # ¢

1 . L
<e§°>—e£°>>~(Z(sjkzam—iaﬂ-<x§0>\x§°>>>:—<go§°>m+v;§>w£°>> S
ki

18Wir haben hier eine vollige Analogie zur Stérungstheorie mit dem skalaren Pauli-Operator, wo h® =

harv + hp + V;(f?) gilt und die entsprechende Storgleichung
5 0)\ ,(2 5 2)\ (0
(R =)o + (1) — )" = 0

lautet. Unser DPT-Storoperator fiir Orbital ¢ ist demnach gerade k; + V;(f?), ki ersetzt das singulére

iLMV + iLD der Pauli-Naherung.
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2.7. Naherungslosungen fiir die Dirac-Fock-Gleichung fiir Molekiile

und folglich auf der linken Seite der Gleichung nur einen Beitrag fiir £ = j. Die Bestim-

mungsgleichungen fiir die unbekannten Entwicklungskoeffizienten B lauten somit

O 1@ 4 a0
; + Ki | @; . .
(05" | Ve i) Ry (2.65)
(5(0) _ 8(-0))
i j
Zur Uberpriifung, ob die so bestimmten 1; korrekt normiert sind, geniigt es, die Giiltigkeit
von (2.53b) nachzuweisen. Es gilt ndmlich fir j # ¢ mit (2.64) und (2.65)

0 2 2 0 0 0
<¢>wywwﬁwéb <<H¢5:

B.: =

J?

@ 0 0
213" e Big) — @ 168 - O )
k#j
1 0 0 0 0 0 0
+ 0O By | ¢ §<90§)|w§)>-(x§)|x§)>+<X§)|x§)>

1#1
. 0 0
:Bij+Bji+<X§)|X§‘ )>

0) ~ 21 (0 0) A 2y, (0W1*
@O &+ V1Y Tk +VE |00)

0)
= - + 0G0 IxG)
0 0 0 0 ? J
(" — &) (& — &)
0 0 0 0)\
_ b D) e ) o o
= © _ 0 Xi 1X57) =
(53‘ &)
und fiir j =4
0 2 2 0 0 0
<@>WPH4@H¢B <<Hﬁ5:
(0 0 0
o 1> o Bra) — =P 1) - (X7 1)
k#i
1 0 0 0 0 0 0
+ (> el Bl ) 5@£H@B«¢>uwwwﬁwﬁbzo
1#1

g.e.d.. Dieses Verfahren ist unproblematisch, so lange die Orbitalenergien geniigend unter-
schiedlich grof sind. Bei Fast-Entartungen miifite die Matrix der <<,0§0) | 75 | cpg-o)) diagonali-
siert werden, da das Verfahren ansonsten wegen (55-0) - 550)) im Nenner der B;; numerisch
instabil wiirde. In diesem Fall miifite eine Version der DPT fiir entartete oder fast-entartete
Zustdnde verwendet werden, wie sie in [116,117] beschrieben und auf Einelektronsysteme

angewendet wurde. Die Vorgehensweise ist nun folgende:

1. Aus den nichtrelativistischen Valenz-MO-Koeffizienten C© in der Basis ' {b,},
S
I

9Wir verwenden in ADF die sog. BAS-Darstellung, d.i. die Slater-AO-Basis.
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2. Relativistische Quantenchemie

wird die nichtrelativistische Valenz-Dichtematrix PSJ) = Z?/IOS niCﬁ) CIE?) aufgebaut.
Aus dieser werden die Koeffizienten der Valenz-Dichte in einer Basis aus totalsymme-
trischen Linearkombinationen von Fit-Funktionen (sog. Fit-Al-Koeffizienten) durch

ein least-squares-Verfahren bestimmt.

. In einer ADF-Routine kann aus den Fit-Al-Koeffizienten das Coulombpotential der

Valenzdichte berechnet werden:

(2K) (9

12

Dazu muf die entsprechende Dichtematrix bekannt sein (dies ist die einzige im ADF-
Programm vorgesehene Vorgehensweise). Ebenfalls mit einer ADF-Routine wird aus
der Valenz- und Rumpf-Dichte das ExCor-Potential berechnet, so daff anschlielend

V;(f(f)) punktweise auf dem Integrationsgitter vorliegt.

. Ebenfalls punktweise auf dem Gitter werden berechnet:

e die 9050)

e die ﬁ(pgo) (je drei Komponenten x,y,z), dies liefert die spin-gemittelten Integrale

mit den unteren Komponenten

e relativistische und nichtrelativistische Frozen-Core-Coulombpotentiale und
Frozen-Core-Elektronendichten. Diese werden mit einem voll-relativistischen,
d.h. 4-komponentigen, numerischen Dirac-Fock-Slater-Atomprogramm [81]
berechnet und in ADF eingelesen. Das Einlesen des ExCor-Potentials der
Rumpfdichte macht wegen dessen nicht-linearer Abhéngigkeit von der Elektro-

nendichte keinen Sinn.

o die Funktionswerte der Fit-A1-Basis

. Durch numerische Integration kann nun in einem ersten Schritt eine gendherte Ma-

trix B berechnet werden, indem V.2 = v

Core-Anteile der relativistischen Coulombpotential- und Dichteinderungen sind un-
core,(2)

ter Punkt 2 bestimmt worden. Der ExCor-Anteil von Vg wird mit Hilfe von
(2.67) angenéhert (siehe Punkt 7).

angenommen wird. Die Frozen-

core, (2

e Die Matrixelemente ((pg-o) | ki + Vg )1 0! bleiben wiihrend der ganzen Rech-

nung konstant und werden in einem Scratchfile abgespeichert.

113



2.7. Naherungslosungen fiir die Dirac-Fock-Gleichung fiir Molekiile

e Die Dichte der unteren Orbital-Komponenten wird in der ADF-Fit-A1-Basis
durch numerische Integration und Losen eines linearen Gleichungssystems dar-
gestellt, damit spéter das daraus resultierende Coulombpotential berechnet wer-

den kann.

5. Die Darstellungskoeffizienten C® der 4,0?) in der Basis {b;} ergeben sich aus
c? —cop ’
wobei die Diagonalelemente von B gleich
1
By = —§<X§0)X§O)> (2.66)
gesetzt werden; die AuBerdiagonalelemente von B sind durch Gleichung (2.65) ge-
geben. Hierbei mufl darauf geachtet werden, daf§ eine Zumischung von MOs anderer
(relativistischer) Symmetrie zu einem MO nicht méoglich sein kann, weshab die B;j;-
Koeffizienten nur bei MO “s gleicher Symmetrie von Null verschieden sind. In unserem

skalar-relativistischen Formalismus kénnen die MO “s einfach nach ihrer Zugehorig-

keit zu einer Einfach-Punktgruppen-Symmetriespecies klassifiziert werden.

6. Die Dichtematrix fiir den Anteil der oberen Orbitalkomponenten ¢ an der Dich-
teanderung p® lautet
MOs
P =3 (el + cel)
Mit ihrer Hilfe kann das aus den oberen Komponenten resultierende Coulombpoten-
tial V2> (iiber den ADF-Dichtefit) berechnet werden. Das Potential der unteren
Komponenten wird anschliefend hinzuaddiert. Die Fit-Al-Koeffizienten der entspre-
chenden Dichte sind unter Punkt 4 bestimmt worden, wodurch das entsprechende

Coulombpotential in ADF zugénglich ist. Damit ist ein gendhertes chal’@) bekannt.

7. Das ExCor-Potential ist nicht linear in p. Fiir kleine relativistische Dichteénderungen

kann man aber folgenden linearisierten Ansatz versuchen, z.B. fiir die X a-Methode:

1/3 /

Q

_ (3/}(0)2/3) e (2.67)
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Die Rumpfpotentiale und -dichten werden mit dem zu ADF gehorenden externen
Programm DIRAC ohnehin nur auf X a-Niveau ermittelt, so daf§ die Verwendung von
entsprechenden Formeln fiir die Rumpfdichten angemessen ist. Aber auch fiir die
Valenzdichte sollte dies eine brauchbare Naherung darstellen, da komplexere Dichte-
funktionale nur noch kleine Korrekturen hierzu liefern. Der Hauptanteil der relativi-
stischen Korrekturen wird ohnehin durch die Coulombterme verursacht.

Aus (2.67) kann nun fiir den Valenz- und den Rumpfanteil von p® das ExCor-
Potential berechnet und zu V" (bzw. VS unter Punkt 4) zuaddiert werden.
Damit ist ein genihertes V2" (und unter 4. auch V"®)) bekannt.

. Durch numerische Integration werden die Matrixelemente (gogo) \ Ve?l’@) |0\ ermit-

telt und zu den unter Punkt 4 berechneten Matrixelementen (cpg-o) | ki + Ve(;?re’@) | gOZ(O)>
zuaddiert. Aus den vereinigten Matrixelementen kann eine verbesserte Matrix B be-
stimmt werden. Bei Punkt 5 wird das Verfahren bis zur Selbstkonsistenz fortgesetzt.
Hierbei ist die Einfiihrung einer Dampfung unerlédflich, d.h. die in einem Cyclus be-
(2)

berechnet Wird nicht voll bei Punkt 6 eingesetzt, sondern

rechnete zukiinftige Dichte p
man verwendet
2 (2 ) ~
pge)u = (1 - ZL‘) “Pate T T Poerechnet >+ L = 0.2...0.3
Ansonsten springt das System u.U. immer stirker zwischen relativistischer Dichte-
kontraktion und -expansion hin und her, ohne dafl es zu einer Konvergenz kommt.

Mit einem D&mpfungsfaktor von 0.3 haben wir dagegen bei Testrechnungen gute

Erfahrungen gemacht 2°.

Relativistische DPT-Gesamtenergieinderung

Im Rahmen der hier auch fiir die Rumpfpotentiale angewendeten X a-Naherung schreiben

wir die Gesamtenergie eines closed-shell-Systems in der Form [§]

1
EHFS — i——/ 1- —/ 1- E 2.
;6 5 dl-Vep dl-Vx p+ Ex|[p] (2.68)

20Zur schnelleren Konvergenz ist es zweckmiBig, den Dampfungsparameter in den ersten Iterationen

klein zu halten (0.1 bis 0.2) und in den folgenden Iterationen, wo nur noch kleine Dichteiinderungen

auftreten, bis auf etwa 0.5 zu vergrofern.
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mit
2
VC:/dQ M
12
OF
Vy = — = —Cx - p"/*
op
3
EX[P]——ZCX /dl 4/32—/d1'VX'P
3 3\ /3
CX:§OéX (—) 3 C(X_07
s
und

€ = <%’F’¢z>
Analog dem linearisierten Ansatz (2.67) kann man bei kleinen relativistischen Dichteénde-

rungen fiir die Exchange-Energie den Ausdruck

EY = Ex[p® + p®] — Ex[p")]

/3
3 p? 1

_ 3 RONTS LA N

~ Oy / d1 - (pO)3 @ — / d1 - v 2

herleiten. Die Gesamt-Energieinderung bis zur zweiten Ordnung in o kénnen wir hiermit

(wegen VC(?)p(O) = Véo)p(Q)) in der Form
E® =% " - / d1- v po — / d1-vE& po - / d1- VY p?» + B¢

schreiben. Die letzten beiden Terme heben einander gerade auf, der zweite und dritte Term
auf der rechten Seite der letzten Gleichung heben die Summe der <g0§0) | Ve(f?) | @§°)> in den
552) (sieche GI. (2.59b)) weg, so daB fiir die DPT-Gesamtenergiekorrektur lediglich
E® =30 | i 0l

verbleibt. Im Falle einer frozen-core-Rechnung muf allerdings noch die relativistische Ande-
rung der atomaren Rumpfpotentiale als Zusatzterm in Ve(f?) berticksichtigt werden, der
nicht durch die Anderung des Valenz-Potentials aufgehoben wird. Fiir diesen, in unse-
ren ADF-Rechnungen meist angewendeten Typ von Rechnung erhalten wir fiir die DPT-
Energiekorrektur erster Ordnung in o? schliellich:

E® =370 | #i + Ve ® [0 (2.69)

7
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2. Relativistische Quantenchemie

Durch Testrechnungen an zweiatomigen Goldverbindungen wurde sichergestellt, dafl mit
Hilfe von (2.69) relativistisch korrigierte Potentialkurven in verniinftiger Ndherung be-
rechnet werden konnen, solange die Rumpfelektronen voll relativistisch behandelt werden.
Insbesondere konnte beim AuF und AuCl die in fritheren Arbeiten (z.B. [118]) beschriebe-
ne relativistische Destabilisierung (trotz Bindungskontraktion) mit dem von uns erstellten
DPT-Code verifiziert werden, wiahrend die variationelle Prozedur mit dem Paulioperator

mit ADF stets eine (kleine) Stabilisierung ergibt (eigene Rechnungen und z.B. [46]).
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Kapitel 3

Zur Systematik relativistischer
Effekte der Orbitale von Ein- und

Mehrelektronen-Atomen

3.1 Kapiteliibersicht

e Relativistische Effekte von Atomorbitalen folgen ausgepréigten periodischen Trends
(Abschnitt 3.5.2).

e Elektronenwechselwirkungseffekte in und mit rdumlich benachbarten Schalen sind
der Schliissel zum Versténdnis der periodischen und nichtperiodischen Trends relati-
vistischer Effekte der AOs von Mehrelektronenatomen (Abschnitt 3.5.1).

e Scheinbare Unsystematiken relativistischer AO-Effekte ergeben sich aus unsystemati-
schen elektronischen Grundzustandskonfigurationen einiger Atome. Die Anderungen
der relativistischen Effekte bei Konfigurationsinderungen folgen i.A. einfachen Re-
geln und haben z.T. drastische Ausmafle (Abschnitt 3.5.3).

e Schwach gebundene ,,weiche” Schalen zeigen grofle relative relativistische Effekte,
,,harte” Rumpfschalen oder solche kationischer Atome haben kleine relativistische

Effekte und verhalten sich eher wie die von Einelektronatomen (Abschnitt 3.4).

e Das bekannte sogenannte ,,Gold-Maximum” relativistischer Effekte wird durch ein
additives Zusammenspiel von drei Effekten verursacht, die jeweils in die gleiche Rich-
tung (stabilisierend) wirken (Abschnitt 3.6).
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3.2. Einleitung

e Andere Extrema relativistischer Effekte, z.B. bei Lu 5d oder Pr 4f, konnen mit Hilfe
der einfachen aufgefundenen Regeln ebenfalls leicht erklért werden (Abschnitt 3.6).

3.2 Einleitung

Zum Verstédndnis der relativistischen Eigenschaftstrends von Molekiilen ist es hilfreich,
zunéchst ein detailliertes Verstindnis der relativistischen Effekte in Atomen zu erarbeiten.
Dies fiihrt auf eine Beschreibung relativistischer Effekte des Promolekiils. Im Gegensatz zu
den relativistischen Effekten der Orbitale von (wasserstofféhnlichen) Einelektronensyste-
men, die sich an Hand der exakten Eigenfunktionen der Dirac-Gleichung studieren lassen
(die Dirac-Energien werden auch durch das halbklassische relativistische Bohr-Sommerfeld-
Modell korrekt beschrieben [119,120]), zeigen die AOs neutraler Mehrelektronenatome
zum einen unerwartet grofle relativistische Effekte fiir die Valenzschale, und zum ande-
ren eine ganz andere Systematik als die der Einelektronenatome. In fritheren Arbeiten,
insbesondere der von Desclaux [80], fallen einige besonders ausgepriagt grofie oder kleine
relativistische Effekte ins Auge, dessen prominentester Vertreter sicherlich das sogenannte
., Gold-Mazimum” der 6s-Orbital-Stabilisierung / -Kontraktion ist. Wéhrend die unerwar-
tete Stérke relativistischer Effekte bei Valenzelektronen bestens untersucht ist [75,121],
sind Erklarungen des Gold-Maximums und anderer scheinbarer Unsystematiken, wie auch
die Erklarung der zugrundeliegenden Systematik der relativistischen Effekte der AOs neu-
traler Mehrelektronenatome in der Literatur recht knapp und von qualitativ-spekulativer
Art [121,122]. Durch unsere Untersuchungen konnte diese Systematik aufgedeckt und mit
ihrer Hilfe die Variationen der relativistischen Effekte aller AOs iiber das Periodensy-
stem verstandlich gemacht werden. Dieses Verstandnis ermdglicht das Aufstellen einfacher
Faustregeln, die den qualitativen Vergleich zweier (u.U. unbekannter) Atome miteinander
gestattet.

Die Systematik der relativistischen Effekte offenbart stark ausgeprigte periodische
Trends, d.h. die Zu- oder Abnahme sogenannter relativistischer Korrekturfaktoren (RKF)
von AO-Eigenschaften verlduft stets innerhalb der Blocke des PSE. Dieser Systematik sind
die mehr zufélligen Konfigurationswechsel der elektronischen Grundzusténde von Elemen-
ten im d- oder f-Block des PSE iiberlagert (z.B. der bekannte Konfigurationswechsel beim
Cr in der ersten Ubergangsmetallreihe), die die RKF der einzelnen Schalen in einfach vor-
aussehbarer Weise @ndern. Das Ergebnis ist eine Uberlagerung der periodischen Trends mit

den nichtperiodischen Anderungen, die ein scheinbares Chaos der Zahlenwerte zur Folge
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3. Systematik relativistischer Effekte in Ein- und Mehrelektronen-Atomen

hat.

Sowohl die systematisch periodischen Trends als auch die scheinbar unsystematischen
Trendénderungen durch elektronische Konfigurationswechsel lassen sich mit Hilfe des Stu-
diums der sogenannten indirekten relativistischen Effekte, die durch die verdnderte Elek-
tronenwechselwirkung im relativistischen System zustandekommen, plausibel machen. Wir

werden in diesem Kapitel unter anderem Folgendes zeigen:

e Die relativistischen Effekte der Orbitale von Ein- und Mehrelektronenatomen sind
nicht miteinander vergleichbar. Die relativistische Verdnderung sowohl der Einelek-
tronenoperatoren (Direkte Effekte) als auch der Elektronenwechselwirkung in Meh-
relektronenatomen (Indirekte Effekte) erzeugt ein kompliziertes Wechselspiel gegen-

seitiger Beeinflussung, die eine vorhersagbare Systematik aufweist.

e Gold spielt keine ausgezeichnete Rolle bzgl. relativistischer Effekte, wenn es mit sei-
nen Nachbarelementen in systematisch gewéhlten Elektronenkonfigurationen vergli-

chen wird.

e Die Zunahme der RKF der Valenz-s-Schale im f- und besonders im d-Block des
PSE ist ein systematisch-periodischer Trend. Ein Maximum wird am Ende des d-
Blocks bei maximal gefiillter d-Schale, d.h. z.B. in der 6. Periode bei lehrbuchméfiger
6s25d104f4-Besetzung beim Hg, bei 6s'5d1%4f* beim Au, erreicht.

e Schwach besetze Schalen nahe am Ionisierungslimit zeigen besonders grofle relativi-
stische Effekte. Umgekehrt sind diese fiir Rumpfschalen und bei kationischen Atomen

vergleichsweise klein.

e Relativistische und nichtrelativistische Elektronenwechselwirkungseffekte in und mit
rdumlich benachbarten Schalen (d.h. von Schalen mit vergleichbarem Radius) sind
der Schliissel zum Verstédndnis periodischer Eigenschaften relativistischer Effekte der
Valenzorbitale von Mehrelektronenatomen. Die elektronische Wechselwirkung von
Orbitalen mit wesentlich unterschiedlichen Radien wird durch Relativistik kaum un-
beeinfluflt.

Teile des graphisch préasentierten Datenmaterials wurden von M. Seth in der Arbeits-
gruppe von P. Schwerdtfeger, University of Auckland, New Zealand, produziert. Die Er-
gebnisse dieses Kapitels werden in Zusammenarbeit mit der Neuseeldnder Gruppe fiir eine

Publikation vorbereitet.
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3.3. Definitionen und Historisches

3.3 Definitionen und Historisches

Zu Beginn eine Bemerkung zur verwendeten Nomenklatur: wir werden die Elemente der
3. - 12. Gruppe inklusive der Elemente Sc, Y, La und Ac mit dem Terminus ,,d-Block-
Elemente” belegen, da die erstmalige oder zunehmende Besetzung der d-Schale fiir diese
Elemente charakteristisch ist. Entsprechend werden die Elemente der 13. bis 18. Gruppe
von uns als ,,p-Block”-Elemente bezeichnet, und die Lanthaniden und Actiniden (ohne La,
Ac), d.h. von Ce bis Lu und Th bis Lr, werden dem ,,f-Block” zugerechnet. Die Alkali- und
Erdalkalimetalle werden als ,,s-Elemente” bezeichnet.

Es sei a, eine Eigenschaft (z.B. Energie € oder rdumliche Ausdehnung r) eines Atomor-
bitals (AO) p. Mit aff)) werde hierbei die entsprechende nichtrelativistische Néherungsgrofie
bezeichnet, die in der Rechnung durch die Wahl der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstan-
ten a — 0 erhalten wird. In den von uns verwendeten atomaren Einheiten ist o = ¢~ mit
der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 137.036. Wir werden im Folgenden den oberen Index (o) fiir
den korrekten relativistischen Wert von a,, nicht verwenden, sondern mit (0), (2), (4)... die
storungstheoretischen Korrekturen 0., 1., 2. ... Ordnung in o zu der entsprechenden Grofie
kennzeichnen, wobei das Weglassen des Index’ den voll-relativistischen Wert symbolisiert.

Wir definieren die relativistische Korrektur Aa,,, die relative relativistische Korrektur
da, und den relativistischen Korrekturfaktor (RKF) =, , mittels
Aa, a,(f) ) day,

(0) _ _

a da, = =1 Yau =

12 17 Y 12 Y a, 2.2 )
au au Q «

wobei ) die Kernladung des betrachteten Atoms sei. Der RKF enthélt dabei alle relativi-

stischen Korrekturen hoherer als erster Ordnung in o2, sprich

Aa, =a (3.1)

a, =aY + Aa, = al? /(1 = 6a,) = al? + a7 - Q*a® + O(Q'a") (3.2)

mit
v =79+ 0(Q%?)

Wir werden in der folgenden Untersuchung an Mehrelektronenatomen i.d.R. die voll rela-
tivistischen RKF heranziehen. Zur Diskussion der Ergebnisse werden aber auch FO-DPT-
Resultate (s. Kapitel 2.7.3) verwendet werden, die demnach nur die Korrekturen von 7(5?,1
enthalten. Fiir nicht allzu schwere Schweratome, d.h. etwa bis zum Hg, sind Korrekturen
hoherer Ordnung nur bei sehr genauen (korrelierten) Rechnungen von Bedeutung, und ein

Grofiteil der relativistischen Effekte ist schon in 7((1?) enthalten. Es werden im Folgenden fiir
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3. Systematik relativistischer Effekte in Ein- und Mehrelektronen-Atomen

eine halbquantitative Betrachtung entweder Ac«, da, v oder deren storungstheoretischen
Beitrage niedrigster Ordnung untersuchen.

Schon 1973 wurde von Desclaux das Verhiltnis ! a,/al’ = 1+ 71” - Q%a? + O(Q*a%)
fiir verschiedene Erwartungswerte a fiir alle besetzten AOs p der Elemente 1 bis 100 gegen
Q? aufgetragen [79,80]. Abb. 3.1 auf der nichsten Seite mit den energetischen Effekten
der s-Orbitale soll uns hier als typisches Beispiel dienen. Wie in Abschnitt 3.4 gezeigt
wird, sollten sich bei vernachléssigbarer hherer Ordnung der relativistischen Korrekturen
fiir wasserstoffahnliche Systeme Geraden von mit zunehmender Haupt-QZ abnehmender
Steigung v,go)oﬂ ergeben. Dies scheint allenfalls fiir 1s und 2s der Fall zu sein, wobei die
relativistischen Korrekturen wegen der hoheren Ordnungen sichtbar etwas stérker als linear
mit Q% ansteigen. Aber schon fiir 3s, fiir das ein flacherer Verlauf der Kurve als bei 1s und
2s erwartet wiirde, weicht das relativistische Verhalten der Orbitale bei den untersuchten
neutralen Mehrelektronenatomen deutlich vom wasserstoffahnlichen Verhalten ab, und bei
héheren Haupt-QZ werden aufféllige Schwankungen sichtbar, wobei ein ausgepréigtes Maxi-
mum fiir das 6s-Orbital bei Pt, Au und (5100)E zu erkennen ist. Die entsprechenden Daten
wurden von Desclaux aus konfigurationsgemittelten Dirac-Hartree-Fock-Rechnungen er-

halten und zeigen bei genauerer Betrachtung unter anderem folgende Auffalligkeiten:

1. eine besonders grofle relativistische Stabilisierung und Kontraktion der Valenz-s-
Schale fiir Gruppe-11-Elemente (insbesondere Au) und der p;/2-Schale bei den schwe-
ren Elementen der Gruppe 13 (T);

2. eine besonders ausgeprigte relativistische Destabilisierung und Expansion der Valenz-
dg/o- und -ds o-Schalen der schweren Elemente vor Gruppe 4 (besonders bei Lu) und
der 4f-Schale bei Pr;

3. diverse Periodizitdten entlang des Periodensystems (dies ist allerdings teilweise nur in
einer Auftragung der RKF, Abb. 3.3 auf Seite 128 und 3.4 auf Seite 129, zu erkennen,

nicht ohne Weiteres in den originalen Desclaux-Abbildungen);

4. eine starke Abhéngigkeit der relativistischen Korrekturen von der elektronischen Kon-
figuration, wie etwa die ausgepragt grofien ~. ,s-Werte einiger Elemente des d- und
f-Blocks mit s'd"-Besetzung im Vergleich mit ihren Nachbarelementen mit s2d™”!-

Konfiguration.

!Gem#f unserer Definition der RKF gilt eigentlich: a,&o) Ja, =1—7,-Q*?, fiir die 'y,(f)) macht es jedoch

(0)
m

keinen Unterschied, ob man a, oder a,,’ als Referenz wihlt.
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Abbildung 3.1: In Desclaux’s Arbeit von 1973 sind viele Graphiken dieses Typs enthalten:
Um einen Eindruck der prozentualen relativistischen Korrektur verschiedener Orbitaleigen-
schaften zu bekommen, wurde das Verhéltnis von relativistischem zu nichtrelativistischem
Erwartungswert gegen Q% aufgeplottet. Wir haben hier an Hand des Desclauxschen Da-
tenmaterials fiir die s-Orbitalenergien der Elemente 1 bis 100 eine dieser Abbildungen
reproduziert. Das sogenannte ,,Gold-Maximum” der relativistischen 6s-Stabilisierung bei
@ = 79 ist deutlich zu erkennen. Insgesamt erscheinen die Plots bei Desclaux ziemlich

unsystematisch.

3.4 (Gegeniiberstellung von Ein- und Mehrelektro-

nenatomen

Die relativistische Energie ¢ und der Radius r eines wasserstoffdhnlichen Orbitals mit den
Quantenzahlen (QZ) n und k lauten [63,68,123]

e = 2 (nr]:[_ﬁ—l):of?( 1—%—1) (3.3)

(n, + K)(BN? — k*) — kN
20N

(3.4)

Tnk =
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3. Systematik relativistischer Effekte in Ein- und Mehrelektronen-Atomen

mit
n: Haupt-QZ
k: relativistische Drehimpuls-QZ, k = £1,+2,... ,£(n — 1), —n
mit k(k+1) =1(l4+1) und (k+1/2)(k—1/2) =j(j+ 1)
n.: Radial-QZ ; n,=n—|k|;
ki n= /= (Qa) < [k

N: scheinbare Haupt-QZ ; N = \/(m + /)24 (Qa)’ <n

Die nichtrelativistischen Analoga erhilt man fir « = 0, N = n, x = |k|:

O Q@ o 3=+

nk — _2n2 v Thr = QQ (35)

Eine Potenzreihenentwicklung von (3.3) liefert (s.z.B. [98,110])

et/ Q% = €9 /Q? (3.6)

3 1
(g~ s @07

1/5 3 3 1 \
T (M T Tk 2 T 2|k|3n3) (Qa)

+ 0 (Q°%°)

wihrend wir fiir den Orbitalradius nach (3.4)
1
+ 3 (k* + 3k*n* — 6|k|n®) / (2k*n?) - (Qa)*
1
+3 (—3KS + 4[k[’n — 3k™n? + 6k°n* — 6|k[n%) / (8k™n?) - (Qa)’
+ 0 (Q°%°)

erhalten. Fiir die entsprechenden RKF bekommen wir daraus in niedrigster Ordnung

(0) 1/|k‘| —3/(471) (0) 6n3—3n2|k| —‘k‘|3
_ . — 3.8
Yo n C Tk T T OR2 (k] (307 — k2 — k) (38)
z.B. fiir s-Orbitale (k = —1)
1—-3/(4n 1—-1/(2n) —1/(6n3
Lo L) 11 (om) =1/ 59

n n
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Abbildung 3.2: RKF fiir s-Orbitalenergien von Einelektronatomen. Wegen der hcheren
Ordnungen relativistischer Effekte steigen die RKF O(Q?) an. Rumpf-s-Schalen bei schwe-
ren Mehrelektronenatomen zeigen ein analoges Verhalten, vgl. hierzu Abb. 3.3 auf Seite 128
und 3.4 auf Seite 129.

und fir Orbitale mit maximalem k£ = —n
0) 1 0 1
_ . - _ 3.10
/YEJg:fn 477/2 ) /y'r,szn 2”2 + n ( )

Wir erkennen, dafl die relativistische Stabilisierung (v. > 0) aller Orbitale mit gegebe-
nem Drehimpuls wasserstoffihnlicher Systeme mit zunehmender Haupt-QZ grob wie 1/n
abnimmdt, und fiir steigenden Drehimpuls bei fixem n ebenfalls betragsméBig kleiner wird,
d.h. die relativistische Stabilisierung dieser Systeme ist fiir s- und p;/»-Orbitale am ausge-
préigtesten und nimmt dann in der Reihenfolge p3/o =ds/s >ds5/2 =152 >... ab. Die stets
vorhandene relativistische Kontraktion (v, < 0) ist ebenfalls fir zunehmende Haupt-QZ
abnehmend und bei kleinen Drehimpulsen am ausgepréagtesten. Fiir £ = —1 gibt es hier
bei den Radien und Energien lediglich fiir minimale n (1 und 2) eine kleine Unsystematik,
d.h | Yene1 k=—1] < [Vrn=2k=—1], fiir groBere n nehmen die RKF betragsméBig systematisch
ab.

Wir merken noch an, daf§ die energetischen RKF (~.), die nur von |k| abhéngen, jeweils
fiir Orbitale mit gleichem Gesamt-Drehimpuls j gleich sind, ihre relativistischen Kontrak-
tionen (7, ) unterscheiden sich jedoch besonders fiir kleine n etwas.

Da die Effekte bzgl. Energie und Radius meist von entgegengesetztem Vorzeichen sind,

werden wir im Folgenden statt ~, die Grole —v,. diskutieren, so dafl bei relativistischer Sta-
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bilisierung & Kontraktion die RKF positiv sind. Als Alternative kann auch der Erwartungs-
wert (1/r) oder die Grole 1/(r) herangezogen werden, was bei den untersuchten Beispielen
und der erzielten Genauigkeit keinen Unterschied macht. Die beobachteten Trends sind fiir
—Yrys Y ey, oder vy jeweils die gleichen und i.d.R. parallel zu, aber weniger stark aus-
geprigt als 7.. ps/-Schalen verhalten sich diesbeziiglich aber etwas unsystematisch. Wir

werden hierauf spater noch eingehen.

In Abb. 3.3 auf der néchsten Seite und 3.4 auf Seite 129 sind auf Grundlage der De-
sclauxschen Daten die RKF ~. und —~, der s-Schalen fiir die Elemente 1 bis 100 aufgetragen
Fiir wasserstoffihnliche Systeme wiirde man geméf (3.9) im wesentlichen Parallelen zur
Abszisse erwarten, wobei die RKF fiir zunehmende Haupt-QZ abnehmend sein sollten. Im
Gegensatz dazu erkennen wir ausgesprochen starke Schwankungen der RKF im Verlauf des
PSE, insbesondere deutet sich im Gegensatz zu den original Desclauxschen Abbildungen
(s. Abb. 3.1 auf Seite 124) schon eine gewisse Periodizitit der Schwankungen der RKF
an, die insbesondere fiir die locker gebundenen Valenzschalen ausgeprigt ist. Die RKF von
Rumpfschalen unterliegen nicht mehr diesen Schwankungen und entsprechen eher dem er-
warteten Bild fiir Einelektronenatome, obwohl die Reihenfolge der Groflen der RKFE eine

andere ist.

s- und p;/p-Orbitale haben ihr Maximum im Kern. Dort, in der Néhe eines schweren
Kerns, entsteht sehr viel kinetische Energie, die aber in dieser Region gerade durch po-
tentielle Energie kompensiert wird, so dafl die Gesamt-Energie in Raumbereichen entsteht,
wo auch der Hauptanteil der Dichte ist, d.h. bei Valenzelektronen im Valenzbereich. Fiir
die einzelnen Orbitale von Mehrelektronenatomen gilt nicht mehr der Virialsatz in der
,,Coulomb”-Form —FE = T = —V/2, sondern fiir abgeschirmte Coulombpotentiale gilt
qualitativ =V Z T' > —FE. Trotz der vergleichsweise geringen Orbitalenergie von gréfien-
ordnungsméfig einer at.E. sind die Valenzelektronen eines schweren Kerns sehr schnell.
Insbesondere eben bei s- und p;/-Orbitalen wird durch Relativistik der kernnahe Anteil
der Orbitale stark modifiziert, was sich wegen der Knotenstruktur der Orbitale bis in den
duBeren , weichen” Bereich fortpflanzt und dort betréchtliche Energie- und Radien-Ande-
rungen O(Q?) verursacht. Bei d- und f-Schalen, die keine Aufenthaltswahrscheinlichkeit
im Kern haben, sind diese direkten Effekte weniger stark ausgepragt. Die Radiendnderung
rdumlich benachbarter kernnéherer s- und p-Schalen verursacht hingegen eine erheblich
effizientere Kernabschirmung, d.h. eine Anderung von Q. fiir diese Orbitale, die O(Q?)
ist, und folglich relativistische Destabilisierung und Expansion von d- und f-Schalen von

der gleichen Groflenordnung.
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Abbildung 3.3: RKF fiir s-Orbital-Energien nach Desclaux’ Dirac-HF-Rechnungen [80].
In Desclaux’s Artikel wurde £*!/e™ wie in Abb. 3.1 auf Seite 124 aufgetragen. Zur Defi-
nition der RKF siche Gl. (3.1).

Wir haben in dieser Betrachtung die ps/-Schalen ausgespart, da sich gezeigt hat,
dafl diese sich oft etwas unsystematisch verhalten, z.B. sind bei ps/; energetische und
Radien-Effekte nicht immer parallel. Thre relativistischen Effekte sind allerdings ohnehin
oft nicht sehr ausgepréigt, da die ps/-Schalen etwa zwischen relativistischer Stabilisie-
rung/Kontraktion von s und py /2 und Destabilisierung/Expansion von d und f stehen. pj/o-
Valenzschalen sind stets destabilisiert und expandiert, wihrend &uflere ps/-Rumpfschalen
relativistisch destabilisiert, aber schon kontrahiert sind. Tiefliegende ps/,-Rumpfschalen
sind relativistisch stabilisiert und kontrahiert. Energie- und Radieneffekte von ps /- Rumpf-
schalen sind daher nicht immer parallel, vgl. hierzu Abb. 3.16 auf Seite 153 am Ende des
Kapitels.
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Abbildung 3.4: RKF fiir s-Orbital-Radien nach Desclaux’ Dirac-HF-Rechnungen [80]. In

nrel

Desclaux’s Artikel wurde 7™ /r™r wie in Abb. 3.1 auf Seite 124 aufgetragen. Zur Definition

der RKF siehe Gl. (3.1).

3.5 Zur Systematik der relativistischen Korrekturfak-

toren

Wir haben numerische Dirac-Hartree-Fock- (DHF-) und Dirac-Kohn-Sham- (DKS-) Rech-
nungen an vielen Atomen und Ionen durchgefiihrt. Dabei wurden der DHF-Code von Grant
et al. [124] sowie das DKS-Programm von Baerends et al. [81] angewendet. Fiir die DKS-
Rechnungen wurde die X a-Naherung mit einem Exchange-Parameter ax von 0.7 verwen-
det.

Die Ergebnisse der DHF- und DKS-Rechnungen ergeben fiir die RKF etwas unterschied-
liche Zahlenwerte, was im Wesentlichen auf die unterschiedliche Bedeutung der Orbitale
(gerade fur die Valenzelektronen) in den beiden Formalismen zuriickzufiihren ist. Die be-
obachteten Trends sind jedoch in den allermeisten Féllen iibereinstimmend, aufler wenn
der Einflufl von Valenz-psz/,-Schalen bedeutend ist. Wie oben schon erwihnt, zeigen ps/o-
Schalen etwas unsystematische und nicht immer parallele Energie- und Radieneffekte, die
sich offenbar in den beiden unterschiedlichen Typen angewendeter Rechenverfahren et-

was unterscheiden. Wir wollen deshalb im Folgenden nur solche Effekte diskutieren, die in
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beiden — theoretisch wohldefinierten — N&aherungen zu den gleichen Trends fiihren.

Wir haben folgende Systeme studiert:

1. Atome gegebener Kernladung @) und unterschiedlicher Zahl von Rumpfelektronen

2. Serien von Neutralatomen mit () = 1 bis 118 mit systematisch gew&hlten elektroni-

schen Konfigurationen
3. Neutralatome des d-Blocks in unterschiedlicher elektronischer Konfiguration

4. Einige ausgewihlte Atome wurden mit der von uns ins ADF implementierten spin-
gemittelten FO-DPT detaillierter untersucht

3.5.1 Rumpf-Abschirmung und elektronische Wechselwirkung

mit inneren Schalen

In Abb. 3.5 auf der néchsten Seite sind die RKF der duflersten s-Schale einiger Systeme
mit Valenz-s'-Konfiguration in Abhingigkeit von der Ionenladung des jeweiligen Systems
aufgetragen. Naiv wiirde man erwarten, dafl die Gestalt der so erhaltenen Kurven von der
Reihenfolge abhingt, mir der Elektronen aus den innere Schalen entfernt werden.

Unerwarteterweise stellt sich aber heraus, dafl es praktisch keinen Unterschied fiir die
Valenz—s-RKF macht, welche inneren Schalen ionisiert werden. In jedem Fall werden die
RKEF aller solcherart untersuchten Atome sehr schnell sehr klein und gehen nach dem Ent-
fernen einiger Elektronen auf etwa den wasserstoffahnlichen Wert zuriick. Nach Durchlaufen
eines flachen Minimums wird dann fiir das Einelektronensystem der RKF des entsprechen-
den angeregten ns-Zustands des wasserstoffahnlichen Atoms erreicht (beim ,,Lesen” der
Graphik von rechts nach links).

In Tabelle 3.1 auf Seite 132 sind die RKF der 6s-Schale von Au (in 6s'-Konfiguration)
nach Entfernen von jeweils 2 Elektronen aus der angegebenen Schale aufgefiihrt. Es ist
tatséchlich fiir den RKF nicht wesentlich, welche innere Schale ionisiert wird; in jedem Falle
wird der RKF stark verringert. Umgekehrt ist in Abb. 3.5 zu erkennen, dafl die RKF extrem
groB werden, wenn man vom neutralen s'-Atom zum s?-Anion iibergeht. In allen Féllen
erhélt man das gleiche Verhalten, nur dafl eben bei den Systemen mit fast vollsténdiger
(oder tiberzéahliger) Elektronenzahl systematisch RKF(Au6s) >RKF(Aghs) >RKF(Cu4s)
gilt wihrend nach Riickgang auf die wassertoffahnlichen Werte die fiir Einelektronenatome
systematische Reihenfolge RKF(4s) >RKF(5s) >RKF(6s) zu beobachten ist.
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Abbildung 3.5: RKF der Valenz-s-Orbitalenergien einiger Gruppe-11 Atome (mit Valenz-
ns'-Konfiguration, Cu-4s, Ag-5s und Au-6s) und variabler Gesamtelektronenzahl N nach
DHF-Rechnungen. Von rechts nach links betrachtet werden aus inneren Schalen, ausgehend
vom Neutralatom, sukzessive Elektronen entfernt, was einen drastischen Riickgang der
RKF in allen Systemen zur Folge hat, und zwar praktisch unabhéngig von der Reihenfolge
der entfernten Elektronen. Die Anionen (mit s>-Konfiguration) zeigen dagegen extrem grofie
RKEF. Die Kurven durchlaufen ein flaches Minimum. Fiir Ng = 1 werden die RKF der

entsprechenden Einelektronen-Zusténde nach (3.8) erreicht.

Wie wir sehen, tritt das Gold-Maximum und die fiir Valenzorbitale von Neutralato-
men typische Reihenfolge der RKF nur bei den annédhernd neutralen Systemen auf, wobei
die beobachtete Reihenfolge mit zunehmender positiver Ionenladung immer weniger stark
ausgepréigt ist (man beachte die logarithmische Achsenskalierung in Abb. 3.5). Fiir die
relativistischen Effekte der Valenzorbitale von Kationen macht es kaum einen Unterschied,

welche Rumpfschale ionisiert ist. Daraus gewinnen wir zwei wichtige Erkenntnisse:

1. Die vergleichsweise ,,weichen” Schalen von neutralen Mehrelektronatomen zeigen be-
sonders grofie relativistische Effekte und eine andere Systematik als die von ,,harten”
Kationen. Dies wurde auch schon in [98] beim Studium isoelektronischer Serien von

Atomen und Kationen mit unterschiedlichem () bemerkt.
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2. Die elektronische Wechselwirkung = Kernabschirmung einer gegebenen Schale durch

rdaumlich weiter innen (=kernndher) gelegene Schalen ist praktisch konstant.

Letzteres mufl zunéchst aus der Tatsache gefolgert werden, daf es fiir die Verdnderung
der RKF der Valenz-s-Schale keinen Unterschied macht, aus welcher inneren Schale Elek-
tronen entfernt werden. Zur Belegung dieser Vermutung haben wir aus der Hartree-Fock-
Datensammlung von Mann [125,126] am Beispiel des nichtrelativistischen Radonatoms die
gemittelten elektronischen closed-shell-Wechselwirkungen der einzelnen Schalen unterein-
ander nach [127] berechnet und in Abb. 3.6 auf der néchsten Seite so aufgetragen, dafi die
Abstandsabhéngigkeit der Schalenwechselwirkung gut sichtbar wird. Wir stellen fest:

e Jedes innere Elektron i ergibt mit einer gegebenen dufleren Schale a etwa die gleiche
elektronische Abstoflung J;,, d.h. jedes innere Elektron schirmt den Kern von der

gegebenen dufleren Schale gleich gut ab.

e Die elektronische Wechselwirkung zweier unterschiedlich stark ausgedehnter Schalen
héngt vom Radius der &uBeren Schale ab. Niherungsweise ist Ji, = (a||a). Vgl.
hierzu Abb. 3.6 auf der ndchsten Seite.

Tabelle 3.1 Einflufl des Entfernens zweier Elektronen aus der angegebenen inneren Schale
auf den 6s-Orbitalenergie-RKF von Au** nach DHF-Rechnungen. Der 6s-RKF des neutra-
len Au betrégt fiir DHF 0.732. Generell sind die RKF hochgeladener kationischer Atome
betragsméfig klein und dhnlich dem des entsprechenden Einelektronatoms. Es macht kei-
nen groflen Unterschied fiir das 6s, welche innere Schale ionisiert wird, wiewohl das Ent-
fernen von Elektronen aus der 5d-Schale einen geringfiigig grofleren Effekt auf den RKF
hat. Die 6s-RKF der Dikationen schwanken um etwa 5 %, wihrend der Unterschied der
Dikation-RKF zum 6s-RKF des Neutralatoms ca. einen Faktor 2 betragt.

Schale RKF(6s) | Schale RKF(6s)
Referenzwert von Au’ 0.732 4s 0.373
1s 0.380 4p 0.374
2s 0.370 4d 0.373
2 0.372 A 0.373
3s 0.370 5s 0.379
3p 0.372 op 0.380
3d 0.371 5d 0.361
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Abbildung 3.6: Mittlere elektronische Wechselwirkung J zwischen einem ns- (n=4,5,6)
Orbital (Referenz) und einem Orbital der n'l’-Schale (n'l’=1s bis 6p) im nichtrelativi-
stischen Radon-Atom nach tabellierten Hartree-Fock-Elektronenwechselwirkungsintegralen
[125,126], [127]. Die Kernabschirmung eines Orbitals durch weiter innenliegende Schalen
ist praktisch konstant. ¢ ist log;,(r) der n'l’-Schale. Auf der rechten Achse sind kleinster
und grofiter Orbitalerwartungswert (nl |1/r|nl) fir n = 4,5,6 eingetragen. J;, ist nidhe-

rungsweise (a|l/r|a) der &ufleren Schale a.

e Die mittlere Wechselwirkung einer Schale mit sich selbst ist gegeniiber der Wechsel-
wirkung mit inneren Schalen drastisch reduziert, aber deutlich grofler als die Wech-

selwirkung mit noch weiter auflen liegenden Schalen.

Diese Sachverhalte kommen auch in den bekannten Slater-Regeln [10] zum Ausdruck,
die besagen, dafl alle inneren Elektronen den Kern gleich gut um eine volle Ladung ab-
schirmen, aber Elektronen, die zur gleichen Schale gehoren, zur Kernabschirmung nur noch
etwa 1/3 beitragen, wihrend weiter auflen liegende Schalen praktisch keinen Beitrag zur
Kernabschirmung leisten.

Dies bedeutet, dafl relativistische Radiendnderungen von rdumlich benachbarten Schalen
nur dann einen indirekten Effekt auf eine untersuchte Schale haben, wenn diese zu signi-

fikanten Dichtednderungen dort fiihren, wo auch die betrachtete Schale wesentliche Dich-
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teanteile aufweist. Relativistische Kontraktion/Ezpansion von rdumlich entfernten (z.B.
den innersten Rumpf-) Schalen kann demnach keine indirekten Effekte verursachen.?

Der Verlauf der Kurven in Abb. 3.5 auf Seite 131 kann nun folgendermafien erklart
werden: die direkten relativistischen Korrekturen zu den Orbitalenergien entstehen in un-
mittelbarer Kernnihe und sind o< Q%a? + O(Q*a?). D.h. der durch die direkten Effekte
verursachte relativistische Anteil der Orbitalenergie sollte kaum von der Elektronenzahl
und -konfiguration abhédngen. Das Entfernen von Elektronen aus inneren Schalen hat im
Wesentlichen den Effekt der Vergroflerung der effektiven Kernladung fiir das untersuchte
Valenzorbital um etwa 1 pro Elektron, was eine drastische Zunahme der Orbitalenergie pro-
portional dem Quadrat der entfernten Elektronen zur Folge hat. Dies bedeutet aber, dafl
der prozentuale Anteil der Relativistik an der Orbitalenergie mit zunehmender kationischer
Ladung sehr schnell sehr klein werden muf3, wie Abb. 3.5 auf Seite 131 auch eindrucksvoll
belegt. Feine Unterschiede der RKF werden durch den Effekt positiver Ionenladung da-
bei sehr verwischt, so dafi das Gold-Maximum erst beim Neutralatom wirklich ausgepragt
zu erkennen ist 3. Hochgeladene kationische Atome entsprechen bzgl. ihrer relativistischen
Eigenschaften eher einem wasserstoffihnlichen System als dem neutralen Atom.

Im anionischen Fall wird durch die zusétzliche Ladung im Valenz-s-Orbital die Schale
fast instabil, d.h. sie ist sehr schwach gebunden. Man kann sich einen Grenzfall (kontinu-
ierlich) zunehmender anionischer Ladung vorstellen, bei dem die Schale im nichtrelativisti-
schen Fall gerade nicht mehr gebunden, bei relativistischer Dynamik in Wirklichkeit aber
gerade noch stabil ist. In diesem Fall besteht die Orbitalenergie nur noch aus ihrem relati-
vistischen Anteil, was einen RKF von ¢?/Q? zur Folge hiitte. In der Tat kann man in Abb.
3.5 eine sehr starke Zunahme der RKF beim Ubergang zum Anion bei allen untersuchten
Systemen erkennen. *

Nun zu den schwachen Minima in den Kurven von Abb. 3.5. Wir kénnen uns das

Durchlaufen dieser Minima an Hand eines Modells verdeutlichen. Ausgehend von der

2Eine leichte Einschrinkung erfihrt dies dadurch, da8 evtl. innere Knoten eines Orbitals durch relativi-
stische Abschirmeffekte betroffen sein kénnen oder diese verursachen, aber diese Effekte sollten vergleichs-
weise klein sein, da jedes innere Dichtemaximum nur etwa 10% des Anteils seines #dufleren Nachbars zur

aufintegrierten Gesamtdichte beitragt.
3Weiterhin erfolgt mit zunehmender Ionisation ja auch ein Ubergang von einer Syste-

matik (bei Neutralatomen) zu einer anderen (Einelektronatome). Bei einer kationischen La-
dung kleiner +6 ist RKF(Au6s)>RKF(Aghs)>RKF(Cuds), bis zu einer Ladung von 416 ist

RKF(Au6s)>RKF(Cuds)>RKF(Agbhs), bei Ladungen > +28 RKF(Cu4s)>RKF(Aghs)>RKF(Cuds).
4Bei relativistisch destabilisierten Orbitalen kann v — —oo gehen, da A™'a/(Qa)? endlich bleibt,

wéhrend a (z.B. a = ¢, (r~™)) fiir schwach gebundene Schalen beliebig klein werden kann.
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nichtrelativistischen Orbitalenergie €% konnen wir die Effekte von Relativistik und innerer

bzw. duflerer Abschirmung in Form von zwei Storungen behandeln. Fiir einen wasser-

stoffdhnlichen s-Zustand gibt Gl. (3.6) die relativistische Storenergie erster Ordnung, £'°;

den Abschirm-Effekt kénnen wir im Falle der Abschirmung durch kernnahe Elektronen

durch den Ubergang @ — (Q — 1) simulieren, wihrend ein zusitzliches Elektron in einer

weiter aufen liegenden Schale ein zusitzliches konstantes positives Potential €% = +g

verursacht, dessen relativistische Korrektur e!* aus den oben genannten Griinden praktisch

Null ist. In der folgenden Tabelle sind die Orbital- und Storenergien fiir den Fall von ns-

bzw. npjo-Zustéinden aufgelistet:

ungestorte Orbitalenergie
relativistische Korrektur zu &%

Abschirmkorrektur zu €% bei innerer Abschirmung
Abschirmkorrektur zu £'° bei innerer Abschirmung
Abschirmkorrektur zu € bei duflerer Abschirmung

Abschirmkorrektur zu £'° bei duferer Abschirmung

00

10

01

11

01

M M m O M M

11

= —% <0

:_4;;3 102 = —b,Q%2% < 0
=+55(2Q0 —1)>0

= +b,(4Q% — 6Q%* +4Q — 1)a® > 0
=+g>0

=0

Gemif der Definition (3.1) erhalten wir fiir das Verhiltnis des RKF v des abgeschirmten
Systems zum RKF ~ des unabgeschirmten Systems das Verhéltnis

500811 _ 810801

'V(Sh)/7:1+ =1+

800(800 +€10 +€01 +€11)

A

800(800 +€10 +€01 +€11)

d.h. der RKF des abgeschirmten Systems ist kleiner als der des unabgeschirmten Systems,

wenn A < 0 und umgekehrt.

Fiir eine Abschirmung durch kernnahe Elektronen bekommen wir

B b, Q%

2n?

A:

(2Q -1)(Q-1)*<0

und damit eine Verringerung des RKF bei innerer Abschirmung des wasserstoffahnlichen

Systems.

Bei einer ,,Abschirmung” durch &uflere Schalen erhélt man dagegen

A=+g-b,Q%%>0

und damit eine Vergroflerung des RKF. Dies kann zumindest qualitativ anhand des Modells
den Verlauf der Kurven in Abb. 3.5 im Bereich N, ~ 1 und N ~ @) plausibel machen und

rechtfertigt die Existenz eines Minimums zwischen diesen ausgewéhlten Punkten.
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3.5.2 Periodizitidt der RKF bei systematisch gewéhlten Elektro-

nenkonfigurationen

Zur Feststellung, in wie weit die RKF einzelner Schalen iiberhaupt unsystematisch ver-
laufen, haben wir fiir die Atome 1 bis 118 DKS-Rechnungen durchgefiihrt und die
Orbitalenergie- und -radien-RKF graphisch aufgetragen. Dabei wurden im d- und f-Block
des PSE systematische ,,lehrbuchméflige” Elektronenkonfigurationen gewéhlt, d.h. in der
ersten und zweiten Gruppe der n-ten Periode wird zunéchst die ns-Schale, fiir die Ele-
mente Sc,Y, La und Ac als néchstes die (n — 1)d-Schale mit einem Elektron besetzt. Im
in der 6. und 7. Periode anschlieBenden f-Block wird in ns?*(n — 1)d'-Konfiguration die
(n — 2)f-Schale gefiillt, im folgenden d-Block (Gruppe 4 -12) dann die (n — 1)d-Schale
bis zur ns?(n — 1)d'%(n — 2)f"*-Konfiguration. In den Gruppen 13 -18 schlieBlich wird die
np-Schale bis zur Edelgaskonfiguration besetzt. Im d- und f-Block gibt es bekanntlich Aus-
nahmen dieser Lehrbuchregeln, zu denen auch das Gold gehort; aus der Reihenfolge der
Orbitalenergien 148t sich nicht zwingend auf die Konfiguration minimaler Gesamtenergie
schlieBen, vgl. hierzu z.B. [21].

Wir wollen an dieser Stelle nicht das gesamte Datenmaterial prasentieren, sondern uns
auf einige Beispiele konzentrieren. In Abb. 3.7 sind fiir die Atome der 4. bis 7. Periode
die RKF der Valenz-s-Orbitalenergien gegen die Gruppennummer im PSE aufgetragen,
in Abb. 3.11 auf Seite 141 die entsprechenden Effekte bzgl. des Radien-Erwartungswertes
(r~1). Entsprechende Abbildungen fiir ausgewéhlte d- und f-Valenzschalen finden sich in
den Abb. 3.8, 3.9 auf Seite 139 und 3.10 auf Seite 140. Durch die Vermeidung konfigurati-
onsbedingter Unsystematiken offenbaren sich stark ausgepréigte Trends der RKF, die sich

offenbar in jeder Periode wiederholen:

e Das Auffiillen der betrachteten (Referenz-) Schale, deren RKF in den Abbildungen

aufgetragen ist, verringert ihren RKF betragsméfig.

e Das Auffiillen einer rdumlich weiter innenliegenden (relativistisch expandierenden)
Schale vergroflert betragsméflig den RKF der Referenzschale. Das betragsméflige Ma-
ximum ist — bei den gewéhlten systematischen Konfigurationen — fiir die Valenz-s-
Orbitale daher in Gruppe 12 (Zn,Cd, Hg, 11oF) erreicht, bei Valenz-d-Orbitalen der
4. und 5. Periode am Anfang des d-Blocks (Sc, Y), bei Valenz-d-Orbitalen der 6. und
7. Periode am Ende des f-Blocks (Lu, Lr), und fiir Valenz-f-Schalen am Anfang des
f-Blocks (Ce, Th).

136



3. Systematik relativistischer Effekte in Ein- und Mehrelektronen-Atomen

08 | I I T T
=3 ~llb
5S e f44ns2 ol Villa
63 A /’,/ ///A’ ‘\\\‘\
7S v /,//‘/A \\\\
y81 ns /V/ ,x/ e \\\\y /’v/:
[y ./" ./!‘ \\\\\ /V/ k//=
R N &
R o A
05 Myl g AV
. S _,v , ) N
. Ry s\ o
oy e ]
“Ib "'_,,*:i‘_izf‘ik_"__-_ ././ \\\ //
7"“"”_;,. a- o . \\‘”
’ B
Ia 7I=A/_£c IVb Iva
!
x /’,’
\ 1
\\ /,l
‘;’
lla
0.1 -+— f-Block ! d-Block e
- 4 12 18

Abbildung 3.7: RKF v der Valenz-s-Orbitalenergien ¢, (ns) nach DKS-Rechnungen fiir
die Atome der 4. - 7. Periode gegen die Gruppennummer G im PSE aufgetragen. Im d-
und f-Block wurden systematische ,lehrbuchméfiige” Elektronenkonfigurationen gewahlt,
siehe hierzu im Text Abschnitt 3.3. Die RKF zeigen stark ausgeprigte periodische Trends

und erscheinen in dieser Darstellung keinesfalls unsystematisch.

e Das Auffiillen einer rdumlich etwas weiter auflen gelegenen Schale verringert den
RKF des betrachteten Orbitals (das Fiillen der benachbarten psz/o-Schale gibt Anlafl
zu einer Abweichung von dieser Regel. DKF- und DKS-Rechnungen sind in diesem
Fall auch nicht in Ubereinstimmung, vgl. hierzu Abb. 3.3 auf Seite 128).

e Das Auffiillen der 4f-Schale in der 6. Periode fithrt demgemé&f zu einem gegeniiber
den Valenz-s-RKF in der 4. und 5. Periode vergroflerten RKFE der Valenz-s-Schale in
der 6. Periode. In der 7. Periode wiederholt sich dieser Trend, wobei die RKF hier

insgesamt noch etwas gréfler sind als in der 6. Periode.

Zur Diskussion dieser Trends erinnern wir noch einmal daran , wie die RKF definiert

sind :

o Arela/ (QO&)Q

a

(3.11)
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Abbildung 3.8: RKF der Valenz-(n — 1)ds/,-Orbitalenergien (linke Skala) sowie Zéhler
und Nenner von (3.11) (rechte Skala) fiir die Atome der n = 4. und 5. Periode nach DKS-
Rechnungen mit systematischen Elektronenkonfigurationen gegen die Gruppennummer G
im PSE aufgetragen. Die periodischen Trends der RKF werden im Wesentlichen durch die
systematische drastische Verinderung der Orbitalenergie beim Fiillen der Referenzschale
oder der Nachbarschalen verursacht, wihrend sich die relativistischen Korrekturen weniger

stark andern.

Beim Ubergang von einem Atom A zu einem anderen Atom B (mit gleichem oder ver-
schiedenem ) oder anderer elektronischer Konfiguration) dndern sich Zahler und Nenner
in v. U.U. kann man aber die Anderung einer dieser beiden GroBen hauptsichlich fiir den
beobachteten Effekt verantwortlich machen, sofern diese besonders ausgeprégt ist, z.B. ei-

ne starke Verdnderung von a bei etwa gleichbleibenden relativistischen Korrekturen. Das
Vorzeichen der Funktion ARKF=RKF(B)-RKF(A) liefert die periodischen Trends.

Wenn hier und im Folgenden von der , relativistischen Korrektur” zur Orbitaleigen-
schaft a beim Vergleich zweier Atome unterschiedlicher Kernladung gesprochen wird, soll
damit der Zihler A™a / (Qa)? in Gl. (3.11) gemeint sein. Die ,,prozentuale” oder , relati-
ve” relativistische Korrektur meint den RKF. Die absoluten relativistischen Effekte sind

in niedrigster Ordnung ~ Q%*a?. Eine Verinderung der relativistischen KorrekturgroBe
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Abbildung 3.9: RKF der Valenz-(n — 1)ds/,-Orbitalenergien (linke Skala) sowie Zéhler
und Nenner von (3.11) (rechte Skala) fiir die Atome der n = 6. und 7. Periode nach
DKS-Rechnungen mit systematischen Elektronenkonfigurationen analog Abb. 3.8 auf der

vorherigen Seite.

A™q / (Qa)? kommt so entweder durch eine Anderung der indirekten Effekte ~ (A™ Q)2
oder durch eine stirkere Bedeutung relativistischer Effekte von héherer Ordnung als Q?«/?
zustande, wie dies bei sehr grofien () etwa ab der 7. Periode auffallend deutlich wird.

Die relativistischen Korrekturen zu Orbitaleigenschaften, d.h. der Zahler in (3.11),
bestehen zum einen aus den erwidhnten stets stabilisierenden direkten Effekten, die aus
dem kernnahen Bereich stammen und kaum von der Elektronenstruktur im Valenzbereich
abhéngen, zum anderen aus den verdnderten Elektronenwechselwirkungsanteilen (den indi-
rekten Effekten), die vornehmlich im Valenzbereich entstehen und empfindlich auf Konfigu-
rationsdnderungen reagieren. Hierbei sollte man zwischen den indirekten Effekten unter-

scheiden, die eine mit mehr als einem Elektron besetzte Schale ° auf sich selbst ausiibt

SHierbei ist anzumerken, daf8 in heutzutage standardmifig angewendeten Dichtefunktionalrechnun-
gen die Selbstwechselwirkung eines Elektrons nicht immer ausreichend korrigiert wird, weshalb in DFT-
Rechnungen u.U. auch bei einfach besetzten Schalen intra-indirekte Effekte auftreten kénnen. Dies mufl

als Artefakt der verwendeten Dichtefunktional-Ndherungsmethode angesehen werden.
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Abbildung 3.10: RKF der Valenz-(n — 2)f;/o-Orbitalenergien (linke Skala) sowie Zéhler
und Nenner von (3.11) (rechte Skala) fiir die Atome der n = 6. und 7. Periode nach DKS-

Rechnungen mit systematischen Elektronenkonfigurationen analog Abb. 3.8 auf Seite 138.

(intra-indirekte Effekte), und den indirekten Effekten von anderen Schalen (inter-
indirekte Effekte). Die abstofienden intra-indirekten Effekte nehmen bei Kontraktion
einer mehrfach besetzten Schale zu, und zwar um so stérker, je stiarker die Schale be-
setzt ist, je kleiner ihr Radius ist und je stirker die relativistische Kontraktion ausféllt. Die
inter-indirekten Effekte konnen zu- oder abnehmen, je nachdem, ob durch die relativistische
Radienénderung Dichte in den Raumbereich einer anderen Schale wandert oder aus ihm
heraus. Bei Kontraktion kann aber von einer zunehmenden Destabilisierung auch durch
inter-indirekte Effekte ausgegangen werden, da der Atomrumpf ,,dicht” mit Elektronen
besetzt ist. Wir werden jetzt einige typische Beispiele fiir tiefliegende Rumpfschalen sowie
Valenzorbitale aus dem PSE vorstellen, wobei mit ,,Referenz” diejenige Schale gemeint ist,
deren ARKF untersucht wird. Innerhalb eines Blocks im PSE kann die Referenzschale oder
eine andere Schale aufgefiillt werden. Wir haben deshalb folgende Félle zu diskutieren, die
im PSE tatséchlich auftreten, und uns im Wesentlichen auf eine Diskussion der energe-
tischen Effekte beschrinken, deren indirekte Anteile ihrerseits durch die relativistischen

Radien-Effekte verursacht werden:
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Abbildung 3.11: RKF ~ der Valenz-s-Orbital-<1/r>-Erwartungswerte nach DKS-
Rechnungen fiir die Atome der 4. - 7. Periode gegen die Gruppennummer G im PSE
aufgetragen. Im d- und f-Block wurden systematische ,,lehrbuchméfliige” Elektronenkonfi-
gurationen gewahlt, siehe hierzu Abschnitt 3.3. Die RKF zeigen stark ausgeprégte periodi-
sche Trends und erscheinen in dieser Darstellung keinesfalls unsystematisch. Energie- und
Radieneffekte verlaufen in den Gruppen 13 - 18 nicht parallel, vgl. Abb. 3.7 auf Seite 137.

1. Tiefliegende Rumpfschalen

In den Abb. 3.3 auf Seite 128 und 3.4 auf Seite 129 kann man erkennen, daf tiefliegen-
de Rumpfschalen sich eher wasserstoffihnlich verhalten, wobei die auftretende Rei-
henfolge der RKF ndherungsweise der von Einelektronatomen entspricht. Wir kénnen
vermuten, dafl die Orbitalenergien von tiefliegenden Rumpfschalen wasserstoffahnlich
x (Q — §)* betragsmiBig zunehmen; § sei hier die fiir Rumpfelektronen konstante
Kernabschirmung. Die relativistischen Korrekturen A™a steigen aber ebenfalls was-
serstoffihnlich an, d.h. stirker als mit Q?, so dafi die RKF von relativistisch stabili-
sierten Rumpfschalen mit () leicht ansteigen, aber von der Elektronenkonfiguration
im Valenzbereich praktisch unabhéngig sind. Bei den durch direkte Effekte schwicher
betroffenen pj/o-, d- und f-Schalen findet man im Bereich der untersuchten @ (1-118)
einen Riickgang der RKF auf nahezu Null, bei p3/; sogar fiir Rumpfschalen eine

Umkehr des Vorzeichens der RKF (némlich eine relativistische Stabilisierung von
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p3/2-Rumpfschalen bei grofien @)), was wohl ebenfalls durch die Zunahme der sta-
bilisierenden direkten Effekte O(Q*a*) erklirt werden kann. Bei den relativistisch

destabilisierten Schalen verhindert dies den allzu starken Anstieg der relativistischen

Destabilisierung, wihrend die Orbitaleigenschaft a selbst etwa mit (Q — 0)? ansteigt.

Dies fithrt am Ende auf sehr kleine prozentuale relativistische Korrekturen von a fiir

tiefliegende Rumpfschalen innerhalb des hier untesuchten Bereichs von 1 < ) < 118.

2. Relativistisch kontrahierte/stabilisierte Valenzschale

(a)

Referenzschale wird gefiillt

Fiillen wir eine relativistisch kontrahierende Referenzschale bei zunehmender
Kernladung mit Elektronen, so schirmt jedes zusatzliche Elektron die Kernla-
dung nur um typischerweise etwa 0.3 Einheiten ab, d.h. die effektive Kernladung
Qefr, die von den Elektronen dieser Schale verspiirt wird, nimmt im Verlauf der
Schalen-Besetzung relativ stark zu, weshalb diese stirker gebunden wird und
sich ihr Radius verringert. Gleichzeitig wiirde eine relativistische Kontrakti-
on der Schale zu besonders vermehrter intra-indirekter Destabilisierung fiihren,
weshalb fiir die stérker besetzte Schale in (3.11) der Nenner betragsméfig erheb-
lich stirker ansteigt als der Zahler. Vgl. hierzu auch Abb. 3.12 auf der néchsten
Seite.

Das Auffiillen einer relativistisch kontrahierten und stabilisierten Schale entlang
des PSFE verringert ihren RKF.

Dies kann z.B. fiir die Valenz-s-Orbitale beim Ubergang von Gruppe 1 nach 2 ,
z.B. 6s Cs—Ba, beobachtet werden, fiir py/»-Schalen in Gruppe 13 und 14 (z.B.
6p1/2 TI=Pb). Der EinfluBl des relativ stark vergréferten Qs auf den Nenner
in (3.11) kann dabei als der wesentliche Faktor angesehen werden. Mit ande-
ren Worten: Je stirker gebunden (o< Q%) eine Schale ist, desto kleiner ist der

prozentuale relativistische Anteil an dieser Orbitalenergie.

Innere Schale wird gefiillt

Im PSE kommen nur solche Félle vor, bei denen die innenliegende Schale rela-
tivistisch expandiert, ndmlich im d- und f-Block. Das Fiillen dieser Schalen bei
gleichzeitiger Erhohung von @) hat, wie in Abb. 3.7 auf Seite 137 und 3.11 auf
der vorherigen Seite zu sehen ist, einen erheblichen verstirkenden Einfluf§ auf
die RKF der dufleren Valenz-s-Schale. Abb. 3.12 auf der néchsten Seite und 3.13

auf Seite 144 zeigen die Ursache fiir diesen ,,inversen” (nédmlich stabilisierenden)
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Abbildung 3.12: Radial iiber Kugelschalen aufintegrierte direkte und indirekte Bei-
trige zur relativistischen Hg-6s-Orbitalstabilisierung nach spin-gemittelten FO-DPT-
Rechnungen. Es ist for dr' - f(r") gegen r aufgetragen. Die Kontraktion des 6s vergrofert
die Selbstwechselwirkung (destabilisierender intra-indirekter Effekt), die relativistische Ex-
pansion der 5d-Schale verursacht einen stabilisierenden inter-indirekten Effekt, da Teile der
5d- und 6s-Dichte durch Relativistik in den gleichen Raumbereich wandern, vgl. Abb. 3.13

auf der nachsten Seite.

inter-indirekten Effekt ¢ am Beispiel des Hg: durch die relativistische Expansion
der 5d-Schale sowie die Kontraktion der 6s-Schale gelangen betrachtliche Tei-
le von Elektronendichte der 5d- und 6s-Schale in die gleiche Raumregion, was
nach Abb. 3.6 auf Seite 133 zu einer erheblich reduzierten Kernabschirmung der
6s- durch die 5d-Schale im relativistischen Fall fiihrt. Dieser Effekt ist um so
ausgepragter, je stdrker die abschirmende Schale besetzt ist und je néher die
beiden Schalen sich rdumlich sind. Anders ausgedriickt: die relativistische Ez-
pansion einer (n — 1)d-Schale stabilisiert die benachbarte dufiere ns-Schale, was
zu einer besonders grofien Anderung des Zihlers in (3.11) beim Vergleich der
6s-Orbitale zweier d-Block-Atome und somit zu einer Zunahme des RKF der
Valenz-s-Schale im d-Block fiihrt. Der analoge, aber schwécher ausgepréigte Ef-

fekt im f-Block kann als sekundéres Phdnomen aufgefafit werden: die zunehmen-

SDer relativistisch stabilisierende indirekte Effekt der 5d-Schale auf 6s wurde schon in [121] beschrieben

und darin ein Bezug zum ,,Gold-Maximum” angedeutet.
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Abbildung 3.13: Relativistische Differenzdichte r2A™p(r) aller ,,Valenzschalen”
(4f,5spd,6s) des Hg-Atoms nach spin-gemittelten FO-DPT-Rechnungen. Man beachte die
logarithmische Skala. Die gestrichelten Pfeile deuten an, in welche Richtung sich die Dichten
der einzelnen Orbitale relativistisch verschieben. Jeweils 5sp/4f- und 5d/6s-Dichte haufen

sich in gleichen Raumbereichen an.

de Besetzung der 4f-Schale fiihrt {iber die bei voller 4f-Schale besonders ausge-
pragte bsp-Kontraktion zu einer relativistisch besonders starken 5d-Expansion,
da — wie in Abb. 3.13 erkennbar — 5sp- und 5d-Dichte in gleichen Raumbe-
reichen abnimmt und so zu einem fiir 5d relativistisch verringerten Qg fiihrt.
Diese Zunahme der expandierenden Effekte der 5d-Schale bei gefiillter 4{-Schale
sollte sich wiederum stabilisierend auf das 6s auswirken. Wir haben es hier also
mit einem ,,relativistischen Lanthanideneffekt” zu tun, der die 6. und 7. von
der 4. und 5. Periode unterscheidet. Analog zur nichtrelativistischen Lanthani-
denkontraktion, die nach Lehrbuchwissen angeblich nur zu Beginn des d-Blocks
(also etwa beim Hf) besonders ausgepriigt sein soll 7, in Wahrheit aber iiber die
ganze Periode présent ist [122,128], bleibt der relativistische 4f-Schalen-Effekt

"DaB Zr und Hf gleiche Radien haben, withrend dies fiir die weiteren d-Block-Elemente der 5. und 6. Pe-
riode nicht mehr gilt, liegt nicht an einem Nachlassen der Lanthanidenkontraktion, sondern an der starken
Zunahme der relativistischen Effekte im d-Block der 6. Periode, die zu einer zunehmenden Verkleinerung
der d-Element-Radien der 6. im Vergleich zur 5. Periode fiihrt.
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auch bis zum Ende der Periode fortbestehen.

AuBere (benachbarte) Schale wird gefiillt

GeméaB den Slaterschen Regeln hat Erhohen von ) um 1 und gleichzeitig das
Besetzen einer rdaumlich dufleren Schale eine Zunahme von Q¢ um nahezu 1
zur Folge (nach Abb. 3.6 auf Seite 133 ist diese grobe Abschitzung gerechtfer-
tigt). Der Effekt ist im Wesentlichen der gleiche wie unter Punkt 2(a), ndmlich
da} die Referenzschale durch AQ.sx =~ AQ derart stabilisiert wird, daf} die re-
lativistischen Anteile an den Orbitaleigenschaften nur noch einen kleineren Teil
ausmachen. Fiir Valenzschalen ist im PSE der Fall realisiert, dafl in Nachbar-
schaft der gefiillten ns-Schale in Gruppe 13 die np;/; -Schale besetzt wird, die
gemdfl Punkt 2(a) (da nur schwach besetzt) relativistisch kréftig kontrahiert,
was zu vermehrter inter-indirekter Destabilisierung der s-Schale fiihrt, weshalb
die relativistischen Korrekturen einer Orbitaleigenschaft a des 6s betragsméfig

nicht so stark ansteigen kénnen wie a selbst.

3. Relativistisch expandierte/destabilisierte Valenzschale

(a)

Referenzschale wird gefiillt

Wird eine relativistisch destabilisierte und expandierte nf- oder nd- Schale ent-
lang eines Blockes im PSE mit Elektronen gefiillt, so gibt es einen hauptséchli-
chen Effekt: die relativ starke Zunahme von Q.g auf Grund der vergleichsweise
schwachen Kernabschirmung der Elektronen innerhalb dieser Schale. Die relati-
vistischen Korrekturen dndern sich hingegen nur wenig, so daf der relativistische
Effekt prozentual betrachtet bei der stérker gefiillten Schale analog zu Punkt

2(a) kleiner wird.

Innere Schale wird gefiillt

Im PSE tritt nur der Fall auf, daf§ in der n-ten Periode eine innere (n — 2)f-
Schale bei konstanter (n — 1)d-Besetzung gefiillt wird. Die RKF der dufleren
(n — 1)d-Schale steigen hierbei (nach einem anfinglichen Riickgang ab etwa
3-4 f-Elektronen) betragsméfig an, d.h. das Fiillen der inneren benachbarten
(n—2)f-Schale destabilisiert /expandiert die &uere (n— 1)d-Schale relativistisch
bzgl. der RKF. Die Destabilisierung der (n — 1)d-Schale im f-Block tritt auch
schon im Nichtrelativistischen auf und muf3 folglich teilweise der ,,normalen”
nichtrelativistischen f-Block-Kontraktion zugeschrieben werden. Die vorhande-
ne Radien-Abnahme der (n — 1)d-Schale durch die (n — 2)f-Kontraktion wird
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aber im f-Block durch zunehmende expandierende relativistische Effekte prak-
tisch aufgehoben, die wohl durch die stabilisierenden indirekten Effekte mit der
(n — 1)sp1/2-Schale analog Punkt 2(b) verursacht werden. Die Verhéltnisse sind
hier schon recht kompliziert, zumal ein Einflul der ns-Kontraktion nicht ganz
ausgeschlossen werden kann. Energie- und Radieneffekte sind nicht ganz parallel,
wohl aber der periodische Trend bzgl. der RKF.

AuBlere Schale wird gefiillt

In diesem Fall tritt fir duere Rumpfschalen wie unter Punkt 2(a) und 3(a)
der Effekt der relativ starken Zunahme von Q.g in den Vordergrund, so dafl
prozentual gesehen die relativistischen Korrekturen einen kleineren Teil der
Gesamt-Eigenschaft ausmachen. Die Zunahme der Bedeutung von direkten Ef-
fekten O(Q*«*) spielt im Bereich der untersuchten @ (1-118) im Vergleich mit

s- und py/2-Schalen noch keine allzu grofie Rolle.

4. Auffillige Ausnahmen der ,,Regeln” unter Punkten 2 und 3

(a)

Die RKF von ps/s-, d- und f-Schalen nehmen beim Fiillen &uflerer Schalen typi-
scherweise betragsméflig ab, wir finden Ausnahmen hiervon beim Fiillen der als
néchstes falligen pi/o-Schale, wo ein kleiner betragsméfliiger Anstieg (bzw. ein
reduzierter Riickgang) auftritt, der wohl durch Abschirmeffekte durch innere

Dichtemaxima des dufleren p; /o erklirt werden muf.

Die RKF von 2s und 3s nehmen beim Fiillen der benachbarten 2p;/, bzw. 3p; /2
nicht ab, der RKF von 2s nimmt beim Fiillen der 2s-Schale ebenfalls nicht ab.
Wir vermuten, dafl die Zunahme der stabilisierenden Effekte mit () bei diesen
Orbitalen mit gar keinen oder nur wenigen inneren Knoten so stark ausgeprigt
ist, daf sie Elektronenwechselwirkungseffekte bei den Orbitaleigenschaften ein-
fach iiberkompensiert. Ein weiterer Hinweis darauf liefert die (ebenfalls unsy-
stematische) leichte Destabilisierung der 2p; jo- und 3p; /o-Schalen zu Beginn der
2. bzw. 3. Periode. Die 2p-, 3d-, 4f- etc. Schalen nehmen auflerdem in gewissem
Sinne eine Sonderstellung ein, da sie jeweils die erstmalig auftretenden und da-
her knotenfreien Orbitale ihres Typs (d.h. Drehimpulses) sind, wie z.B. in [12§]

angemerkt wurde.

Bei nicht tiefliegenden Rumpfschalen konnen u.U. recht komplizierte Wechsel-
beziehungen zwischen der eigenen Kontraktion/Expansion und der von nahege-

legenen inneren und &ufleren Nachbarn oder inneren Dichtemaxima von Valenz-
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schalen auftreten, insbesondere fiir s und py/2, so etwa bei 4s zwischen ) = 40
und 80. Als Valenzschale folgt das 4s-Orbital den unter Punkt 2 angefiihrten
Regeln, und als tiefliegende Rumpfschale fiir ) 2 80 tritt das unter Punkt 1 be-
schriebene Verhalten zutage. Der Ubergangsbereich ist schwierig zu erkliren, so
fithrt das Auffiillen der 4d-Schale im d-Block der 5. Periode zu einem Riickgang
des RKF(4s), das Fiillen der 4f-Schale im f-Block der 6. Periode wieder zu ei-
nem Anstieg. Offenbar expandiert das recht weit innenliegende Dichtemaximum
der 4f-Schale relativistisch so stark, dafl es hier wieder zu einer 4s-Stabilisierung
durch indirekte Effekte mit der 4f-Schale kommt, wahrend dies beim Fiillen von
4d nicht der Fall ist. Ein dhnliches Verhalten kann beim 5s-Orbital im d-Block
der 6. und f-Block der 7. Periode beobachtet werden. Fiir groflere n hat das
Fiillen der nd-Schale wenig Einflufl auf den RKF(ns) wéhrend das Fiillen der
nf-Schale den RKF(ns) systematisch vergrofert.

(d) Generell finden wir in der 7. Periode grofere RKF als in der 6. Periode, was
durch eine Zunahme der Bedeutung von relativistischen Effekten O(Q'a*) bei
groflen Kernladungen erklart werden mufl. Die periodischen Eigenschaften der
RKF sind jedoch nicht verschieden von denen der 4. - 6. Periode, vgl. hierzu
z.B. Abb. 3.7 auf Seite 137, 3.9 auf Seite 139 und 3.10 auf Seite 140.

An dieser Stelle sei noch eine Anmerkung erlaubt: welcher Einflufl welcher Schale nun

Tabelle 3.2 Einige einfache Faustregeln fiir periodische und nichtperiodische Trends der
Betrage relativistischer Korrekturfaktoren RKF von Valenz- und &ufleren Rumpf-Orbitalen
(Referenzorbitale) neutraler Mehrelektronenatome entlang eines Blocks im PSE, in dem das
Fiillen einer bestimmten Schale charakteristisch ist, sowie bei Konfigurationswechseln.
meint eine betragsméflige Zunahme des RKF, | eine Abnahme. Diese ,,Regeln® gelten nicht

streng, konnen aber als grobe Richtschnur dienen.

aufgefiillte Schale Referenzschale innere Schale dufere Schale
periodischer Trend RKF | RKF 7 RKF |
Einfluf3 des Referenzschale Referenzschale

Konfig.-Wechsels | stirker gebunden schwécher gebunden

Effekt auf den RKF RKF | RKF 7
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gerade fiir den beobachteten Effekt verantwortlich ist, kann nicht unbedingt immer klar
bestimmt werden. Sowohl das relativistische als auch das nichtrelativistische System wird
selbstkonsistent berechnet, d.h. alle Wechselwirkungen untereinander sind im Gleichge-
wicht. Es ist beispielsweise nicht in einfacher Weise moglich, den Einflul der relativisti-
schen Expansion der 5d-Schale auf das 6s-Orbital in der Weise zu studieren, dafl man z.B.
in einer SCF-Rechnung die 5d-Schale nichtrelativistisch beldfit (etwa iiber a = 0 nur fiir
5d), da das so berechnete System mit einer Verdnderung aller anderen Schalen auf diese
Einschréinkung reagieren wiirde. Bei Rumpfschalen, die viele benachbarte Schalen haben,
die alle relativistisch kontrahieren oder expandieren, ist daher ein Versténdnis der Ereignis-
kaskade, die nun gerade zu dem beobachteten Effekt fiihrt, schwierig, wahrend bei Valenz-
schalen die Verhéltnisse zwar ebenfalls komplex, aber in Einzelfdllen etwas iiberschaubarer
sind. Dies soll uns daher nicht davon abhalten, diese Systeme trotzdem zu untersuchen. Die
beobachteten periodischen Trends sind evident und kénnen z.T. mit einfachen Argumen-
ten plausibel gemacht werden. Im Allgemeinen sind Relativistik, Korrelation, der Einfluf3
duerer Storungen etc. aber nicht additiv. In Einzelfdllen, wenn verschiedene Effekte in die
gleiche Richtung wirken, wie es etwa beim Gold-Maximum der Fall ist, kann eine einfache
Erklarung gefunden werden. Wenn unterschiedliche Effekte entgegengesetztes Vorzeichen
haben, ist eine einfache Erklarung iiblicherweise nicht mehr moglich.

Eine Zusammenfassung hdufig vorkommender periodischer Trends relativistischer Ef-
fekte von AOs und des Einflusses von Konfigurationswechseln auf diese in Form einfacher

,,Faustregeln” findet sich in Tabelle 3.2 auf der vorherigen Seite.

3.5.3 Einflu3 von Valenz-Konfigurationsinderungen auf die RKF
der Valenzschalen

Schon in der Desclauxschen Arbeit fallen die im Vergleich mit ihnen Nachbarn in s*-

Konfiguration ungewohnlich hohen RKF der Valenz-s-Orbitalstabilisierung/Kontraktion
bei Elementen mit atomaren s'-Grundzustandskonfigurationen auf. Hierzu gehéren etwa
Au und Pt in der 6. Periode, aber auch Cr, Cu und die meisten Atome des d-Blocks der 5.
Periode. An Hand der im letzten Abschnitt gewonnenen Einsichten iiber das periodische
Verhalten der RKF koénnen wir z.B. fiir den 6s-RKF beim Au im Vergleich der beiden
Konfigurationen 5d'%6s' und 5d°6s? eine Vorraussage wagen:

Ausgehend von einer Orbitaleigenschaft a der 6s-Schale in s?>-Konfiguration betrachten
wir den Einflu der verinderten Kernabschirmung beim Ubergang zur s'-Konfiguration.
Gemaéf den Slaterschen Regeln und Abb. 3.6 auf Seite 133 nimmt hierbei die effektive Kern-
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Abbildung 3.14: RKF der 6s-Orbitalenergien fiir einige Atome der 6. Periode nach DKS-
Rechnungen mit systematisch gewédhlten 6s/5d-Besetzungen. Die durchgezogene Linie ver-
bindet die von Desclaux gewéhlten (Grundzustands-) Konfigurationen. Der systematische
periodische Trend zunehmender RKF bei zunehmender d-Besetzung ist bei allen Konfigura-
tionen vorhanden. Das ,,Gold-Maximum” der Valenz-s-Stabilisierung/Kontraktion kommt
im Wesentlichen durch den Konfigurationswechsel zustande und ist wegen a) der maxima-
len d-Besetzung und b) dem relativistischen Lanthanideneffekt von allen Atomen der 1.
bis 6. Periode mit s'-Besetzung am ausgepriigtesten. Fiir eine leere Schale wire der Effekt

umso starker, wenngleich auch ohne physikalische Bedeutung.

ladung um etwa 0.7 Einheiten ab, wodurch die 6s-Schale des Neutralatoms bei s'-Besetzung
wesentlich schwécher gebunden ist. Die prozentualen relativistischen Korrekturen wéren
demnach bei der s'-Besetzung entsprechend grofier. Ein weiterer Faktor sind die stéiirker
destabilisierenden intra-indirekten Effekte der s-Schale und die etwas schwécher stabili-
sierenden (inversen) inter-indirekten Effekte mit der 5d-Schale bei der ds*-Konfiguration
im Vergleich mit d'%s', was zu einer Zunahme der absoluten relativistischen Korrekturen

beim Ubergang von s? zu s! fithren sollte 8. Wir erwarten demnach fiir einfach besetzte

8In DFT-Rechnungen tritt wegen der fehlenden Selbstwechselwirkungskorrektur auch beim Au in s'-

Besetzung ein destabilisierender intra-indirekter Effekt auf, der aber nur etwa halb so grof ist, wie der
beim Hg (vgl. Abb. 3.12 auf Seite 143), wiihrend die intra-indirekte Stabilisierung durch die 5d-Schale

vergleichbar grof} ist. Dies mag ein Grund dafiir sein, daf§ das Gold-Maximum in DHF-Rechnungen noch
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Abbildung 3.15: RKF der 4f;/,-Orbitalenergien der Lanthaniden nach DHF-Rechnungen.
Die durchgezogene Linie entspricht den von Desclaux tabellierten Werten entsprechend
seiner Wahl der elektronischen Konfiguration. Dies erzeugt ein ,,Praseodym-Minimum”
und verdeckt den periodischen Trend betragsmifig abnehmender RKF bei zunehmender

Schalenbesetzung.

Valenz-s-Schalen erheblich gréflere RKF als fiir doppelt besetzte s-Schalen. Die im letz-
ten Abschnitt aufgedeckten periodischen Trends sollten hiervon jedoch unberiihrt bleiben,
d.h. es ist ein Anstieg der RKF fiir Valenz-s-Schalen im d- (und f-) Block des PSE auch
in s'-Konfiguration zu erwarten. In Abb. 3.14 auf der vorherigen Seite sind die vorher-
gesagten Anderungen deutlich zu erkennen. Der periodische Trend, némlich die Zunahme
der RKF mit zunehmender d-Besetzung, ist unabhéngig von der Konfiguration vorhanden.
In Desclaux’ Abbildungen sind diese Trends jedoch vielerorts durch die mehr zufélligen
Konfigurationswechsel {iberlagert, die ihrerseits die RKF in einfach voraussagbarer Weise
verindern. Beide Trends sind additiv, und ihre Uberlagerung ergibt ein scheinbar unsyste-
matisches Bild der RKF.

Auch beispielsweise die RKF der 4f;/, und 7/, im 4f-Block des PSE (Lanthaniden)
scheinen sich nach [80] recht unsystematisch zu verhalten: die Destabilisierung/ Expansion
hat beim Pr einen maximalen Wert (d.h. ein Minimum in der Auftragung RKF (e oder (—r}))
gegen @, ein ,,Praseodym-Minimum”). Der periodische Trend der RKF fiir die 4f-Schale

etwas ausgeprigter ist als in DKS-Rechnungen.
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3. Systematik relativistischer Effekte in Ein- und Mehrelektronen-Atomen

innerhalb des 4f-Blocks ist eine betragsméflige Abnahme der RKF wegen zunehmender
Bindung der gefiillten Schale z.B. in 4f*5d°6s?-Konfiguration. Eine Konfigurationsinderung
zu 4f"~15d16s? hat eine recht starke Zunahme von Q.g um etwa 1 fiir die 4f-Schale zur Folge,
was den praktisch konstant bleibenden relativistischen Anteil der Orbitalenergie prozentual
gesehen verkleinert, da die 4f-Schale in 4f"~*5d!6s?-Besetzung erheblich stiirker gebunden
ist als in 4f"5d°6s-Besetzung.

Eine Zusammenfassung héufig vorkommender periodischer Trends relativistischer Ef-
fekte von AOs und des Einflusses von Konfigurationswechseln auf diese in Form einfacher
,,Faustregeln” findet sich in Tabelle 3.2 auf Seite 147.

3.6 Erklidrung einiger scheinbarer Anomalien

3.6.1 Das 6s-Gold-Maximum

Wie im letzten Abschnitt schon angedeutet, ist das Gold-Maximum durch eine additive
Uberlagerung dreier Trends zu erkliren, die allesamt die gleiche Richtung haben: 1) die
Valenz-s-Schale zeigt durch die inter-indirekte Stabilisierung durch die volle 5d-Schale am
Ende des d-Blocks besonders grofie relativistische Korrekturen. 2) Diese sind prozentu-
al gesehen um so ausgeprigter, je schwicher die Schale gebunden ist, was gerade beim
Gold gegeben ist. Die s'-Besetzung der 6s-Schale wirkt sich aufierdem ebenfalls relati-
vistisch stabilisierend aus, da gegeniiber s* keine (bzw. bei DFT-Rechnungen erheblich
weniger) intra-indirekte Destabilisierung der Schale auftritt. 3) Die 6. Periode zeigt zu-
dem einen relativistischen Lanthanideneffekt, der die 6s-Schale ebenfalls stabilisiert. Siehe
hierzu Abb. 3.7 auf Seite 137 und Abb. 3.14 auf Seite 149.

3.6.2 Das 5d-Lutetium-Minimum

Die zunehmend stérkere relativistische Destabilisierung der Valenz-d-Schalen in den f-
Blocken ist ein periodischer Trend, ebenso die betragsmifiige Abnahme der RKF beim
Fiillen der Schale selbst. Daher miissen die nd-RKF besonders grofl sein bei maximaler
(n —1)f und/oder minimaler nd-Besetzung, also gerade bei Sc, Y, Lu und Lr. Da die Scha-
len relativistisch destabilisiert sind, findet man in einer Auftragung der nd-RKF gegen @
fir diese Atome Minima (s. Abb. 3.8 auf Seite 138 und 3.9 auf Seite 139).
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3.7. Relativistische Korrekturfaktoren aus numerischen DKS-Rechnungen fiir AOs der
Atome mit Q=1-118

3.6.3 Unsystematiken der RKF der 4f-Schale der Lanthaniden

Unsystematiken bei den Valenz-f-Schalen-RKF der f-Block-Elemente kommen, wie im letz-
ten Abschnitt erldutert, durch unsystematische Grundzustandskonfigurationswechsel zu-
stande, die den periodischen Trend der betragsméffigen Abnahme der RKF bei zunehmen-
der Schalenbesetzung im f-Block iiberlagert. Statt z.B. beim Ce findet man so die maxima-
le relativistische Destabilisierung/Expansion der 4f-Schale beim Pr und in der Auftragung
RKF vs. Q ein ,,Praseodym-Minimum”, Abb. 3.15 auf Seite 150.

3.7 Relativistische Korrekturfaktoren aus numeri-
schen DKS-Rechnungen fiir AOs der Atome mit
Q=1-118

In den Abbildungen 3.16 auf der néchsten Seite ff. sind die relativistischen Korrekturfak-
toren (RKF) fiir Orbitalenergien, ., und Orbitalradien, —v,, der Atome 1 bis 118 gegen
deren Ordnungszahl aufgetragen, wobei die in Abschnitt 3.5 beschriebenen systematischen
Elektronenkonfigurationen ((n — 1)d*ns? im d-Block und (n — 2)f*(n — 1)d'ns? im f-Block
des PSE) verwendet wurden. Die Orbitalenergien zeigen generell betragsmiflig grofere
RKF als die Orbitalradien, weshalb in den Graphiken bei Radien- und Energieeffekten
fiir einen bestimmten Orbitaltyp der QZ k die gleiche Ordinatenskalierung gewéhlt wur-
de, um diesen Unterschied sichtbar zu machen. Weiterhin ist die Abszissenskalierung in
allen Abbildungen die gleiche, um einen schnelleren Vergleich unterschiedlicher Orbitale
zu ermoglichen. Auf eine fiir alle Orbitale gleiche Ordinatenskalierung wurde aus Griinden
der besseren Lesbarkeit der Graphiken jedoch verzichtet, da feine Details z.B. bei den s-

und p;/-Orbitalen sonst nicht mehr zu erkennen wéren.

Zusammenfassung

Eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse dieses Kapitels wurde schon zu Beginn
des Kapitels gegeben. Einige Faustregeln fiir periodische und nichtperiodische Trends von
RKF finden sich in Tabelle 3.2 auf Seite 147.
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RKF(g)

0 20 40 Q 60 80 100

08 T T T T T

0.5
-RKF(r)

0 1 1 1 1 1
0 20 40 Q 60 80 100

Abbildung 3.16: Diese und folgende Seiten: Relativistische Korrekturfaktoren (RKF, Gl.
(3.1)) fur Atomorbital-Energien (RKF(¢)) und Radien (—RKF(r)) nach Dirac-Kohn-Sham-
Rechnungen fiir die Atome mit @) = 1 bis 118 gegen () aufgetragen. Fiir die Elemente im d-
und f-Block wurden systematische Elektronenkonfigurationen gewéhlt (s. Abschnitt 3.5).
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3.7. Relativistische Korrekturfaktoren aus numerischen DKS-Rechnungen fiir AOs der
Atome mit Q=1-118
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Kapitel 4

Intramolekulare Energiegradienten

4.1 Kapiteliibersicht

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Problematiken im Zusammenhang mit dem
Hellmann-Feynman- (HeFe-) Theorem und HeFe-Kriften dargelegt, die sich z.T. in der
Literatur nur sehr verstreut oder nicht explizit erwiahnt finden.

Weiterhin werden ausgehend von der HeFe-Kraftformel die in spéteren Kapiteln
benotigten Formulierungen zur Berechnung relativistischer HeFe-Kraftanderungen — u.U.
unter Einbeziehung der Frozen-Core-Ndherung (vgl. Abschnitt 1.5.8) — speziell innerhalb
des FO-DPT-Bildes (Abschnitt 2.7.3) erarbeitet. Die Berechnung sog. exakter Energie-
gradienten, speziell die Implementierung im ADF-Programm, wird vorgestellt. Wir wollen

folgende wichtige Punkte im voraus zusammenstellen:

e Das HeFe-Theorem (Abschnitt 4.2) fithrt auf eine sehr einfache, klassisch elektro-
statisch interpretierbare Beziehung zwischen den intramolekularen Kréften und der
Elektronendichte (Abschnitt 4.2.2). Die kinetische Energie der Elektronen spielt da-

bei scheinbar ! keine Rolle.

e Die Genauigkeit von berechneten HeFe-Kréaften héngt sehr empfindlich von der
moglichst exakten Darstellung der Elektronendichte im Rahmen gingiger quanten-
chemischer Néherungsverfahren ab. Die Elektronendichte balanciert ein numerisch
sehr empfindliches Gleichgewicht der intramolekularen Gradienten von kinetischer
und potentieller Energie aus (Abschnitt 4.2.2 und 4.2.3).

!Der Begriff ,,scheinbar” ist hier wortwortlich (d.h. es scheint nur so, als ob) und nicht im Sinne von

,,anscheinend”, ,,vermutlich” oder ,,offenbar” zu verstehen.
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4.1. Kapiteliibersicht

e HeFe-Krifte lassen sich symmetriebedingt in verschiedenen FEichungen darstellen.
Durch die Festlegung eines Eichparameters erst werden sogenannte anziehende und
abstofilende Raumbereiche im Molekiil definiert (Abschnitt 4.3).

e Die HeFe-Kraft der promolekularen Elektronendichte reicht bei neutralen, runden
Atomen nie ganz aus, um die Kern-Kern-AbstoBung zu kompensieren. Promolekiile
sind daher bzgl. ihrer HeFe-Kraft nie gebunden Die fehlenden Bindungskréfte miissen
folglich durch die molekulare Differenzdichte vermittelt werde. Die promolekulare
Bindungsenergie iiberschétzt im Gegensatz dazu i.d.R. die Stérke der Bindung und

ergibt (bei neutralen, runden Atomen) immer anziehende Kréfte (Abschnitt 4.4).

e Atomzentrierte Basissétze fiir Molekiilrechnungen lassen sich in systematischer Weise
so erweitern, dafl die Giiltigkeit des HeFe-Theorems ndherungsweise sichergestellt
ist. Dies ist formal dquivalent zur Berechnung einer sog. ,,Floating”-Wellenfunktion,
bei der die Zentren der Basisfunktionen mit zu den Variationsparametern der SCF-

Rechnung gehoren.

e Relativistische Kraftdnderungen lassen sich im Rahmen der DPT-Né&herung durch
eine formal sehr einfache Beziehung ausdriicken. Sie entspricht der HeFe-Kraft der
relativistischen Elektronendichteinderung. Kraft-Beitrage der unteren Komponenten
der Wellenfunktion wirken abstoflend. Dieses Ergebnis 148t sich leicht im Rahmen
von Stérungstheorie erster Ordnung mit dem Pauli-Operator verstehen. Die parado-
xe Rolle verschiedener storungstheoretischer Formeln zur Berechnung relativistischer
Krafténderungen wird aufgezeigt. Die einzelnen Terme ergeben mit unterschiedlichen
Wellenfunktionen (Allelektronen, Frozen-Core, ECP) unterschiedliche Zusammenset-

zungen des jeweils gleichen Resultats (Abschnitt 4.6).

e Die Formeln zur Berechnung von HeFe-Kréften und ihrer relativistischen Korrek-
turen werden im Rahmen der Frozen-Core-Ndherung modifiziert. Die auftretenden

Zusatzterme werden in Abschnitt 4.7 hergeleitet.

e Die ADF-spezifische Implementierung von nichtrelativistischen und relativistischen
analytischen Gradienten der molekularen DFT-Energie wird im Abschnitt 4.8 vorge-
stellt. Die resultierende Formel ist fiir eine einfache Interpretation nicht geeignet. Es
eroffnet sich durch die Methode der Berechnung durch numerische Integration aber
immerhin ein graphischer Zugang zu den auf diese Weise berechneten intramoleku-

laren Kréften.
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4. Intramolekulare Energiegradienten

Wir werden fiir die Krifte folgende Vorzeichenkonvention verwenden: geméafl den New-
tonschen Gesetzen ist die Kraft als der negative Gradient der Energie definiert. In der
Richtung, in der die Energie ansteigt, wirken riicktreibende Krifte. Bei bindenden Potenti-
alkurven zweiatomiger Molekiile ist in R-Richtung die Ableitung der Energie rechts von R,
positiv, links negativ. Daher wéhlen wir anziehende, das sind den Kernabstand verkiirzen-
de Kréfte negativ, abstoflende Krifte vergrofiern den Kernabstand und sind von positivem
Vorzeichen.

In englischsprachigen Artikeln findet sich vielerorts die Verwendung des Begriffs ,,bon-
ding” zur Bezeichnung energetischer Effekte bei der Molekiilbildung, wihrend Kraft-
orientierte Aspekte mit dem Attribut ,,binding” belegt werden. Wir werden im Deutschen
beziiglich der Kréfte von ,,Anziehung” und ,,Abstoung” sprechen, beziiglich der Energi-
en von ,,Stabilisierung” bzw. ,,Destabilisierung” und ,,Bindung”. Wenn trotzdem einmal
von ,,bindenden Kréften” die Rede sein sollte, so ist der Autor von einer ausgeschlossenen
Verwechslungsgefahr der beiden Konzepte ausgegangen.

Zur Unterscheidung der Energieableitung nach der Molekiilgeometrie (,,exakte Energie-
gradienten”) von der Hellmann-Feynman-Kraft wollen wir vereinbaren, dafi mit , Kraft”
auler an Stellen, wo eine Verwechslungsgefahr ausgeschlossen ist, die Hellmann-Feynman-
Kraft gemeint ist.

In diesem Kapitel wird die in vielen moderneren Lehrbiichern der theoretischen Physik
etablierte Schreibweise
0? 0?

; 0y0y

_ 9 . 2. _
Op 1= ;0 = 92y

v @ etc.

verwendet, um die Formeln etwas kiirzer und iibersichtlicher zu halten.

4.2 Das Hellmann-Feynman-Theorem und Hellmann-

Feynman-Kréfte

4.2.1 Das Hellmann-Feynman-Theorem

Das sogenannte Hellmann-Feynman-Theorem [16,129,130] kann auf verschiedene Weisen
hergeleitet werden (s.z.B. [131]). Wir wollen an dieser Stelle einen uns besonders einfach
erscheinenden Beweis vorstellen. Hellmanns Vorgehensweise war &hnlich, seine Argumen-

tation aber mehr physikalisch als mathematisch inspiriert.
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4.2. Das Hellmann-Feynman-Theorem und Hellmann-Feynman-Kréfte

Es geht hierbei um die Berechnung der Verénderung eines (reellen) quantenmechani-
schen Erwartungswertes (A) einer physikalischen Grofle, die im Formalismus durch den
selbstadjungierten Operator A reprisentiert wird, in Abhiingigkeit eines Parameters \ 2.
Das System befinde sich hierbei in einem Eigenzustand von /1, und die zugehorige Eigen-

funktion ¥ zum Eigenwert A sei bekannt und normiert. Es gilt demnach die SG
AV =T - A

lokal in jedem Punkt des (i.A. hochdimensionalen) Konfigurationsraumes. Wir untersuchen

nun die Verdnderung von A in Abhéangigkeit von A, d.h.
OrA=0\(V|A|D)

Wir konnen Integration und Differentiation vertauschen und haben unter dem Integral das
Produkt U* AU zu differenzieren. Dies fiihrt auf die drei Terme

ONA=(O\U|A|U) + (T|A| 0\ T) + (T |5y A|T)

Da A selbstadjungiert ist, kann man auf der rechten Seite der letzten Gleichung im zweiten
Term A iiberwilzen und anschlieBend in den ersten beiden Termen die als exakt geltend

vorausgesetzte SG AU = ¥ - A anwenden und den Eigenwert aus den beiden Integralen
herausziehen (A* = A):

OA=A-[(0y V] W)+ (W], 0)] + (V|0 A| W)

- g

=0, (V| ¥)=0

Wir erkennen (wiederum nach Vertauschung von Differentiation und Integration) in den
ersten beiden Termen auf der rechten Seite der letzten Gleichung gerade die Ableitung des
Normierungsintegrals nach A, die Null ergibt. Man konnte vermuten, dafi (0 ¥ |¥) und
(U] 0y W) gerade vom Betrage nach gleich grof, aber von entgegengesetztem Vorzeichen
sind. Da sie aber 1) ein konjugiert komplexes Zahlenpaar a = (V|0,\¥) und a* = (0, V|¥)
darstellen, und 2) ihre Summe Null ist, d.h. a = —a*, mufl entweder a = 0 oder a =rein
imaginér gelten. Da ¥ und 0, ¥ auch rein reell sein kénnen, ist letzterer Fall auszuschlieflen.

Das Hellmann-Feynman- (HeFe-) Theorem lautet somit

ONA= (T |0, A|D) (4.1)

2Parameter heiBt: nicht die Freiheitsgrade in ¥, auf die der Operator A wirkt. Bei festgehaltenen Kernen

héangt z.B. die Bindungsenergie parametrisch von der Molekiilgeometrie ab.
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4. Intramolekulare Energiegradienten

oder in Worten ausgedriickt: ,,Die Ableitung des Figenwertes A eines Operators A nach
einem Parameter \ ist der Erwartungswert der Ableitung des Operators nach X, gebil-
det mat der Eigenfunktion von A zum FEigenwert A.” Dies erinnert nicht zuféllig an den
Ausdruck fiir eine Anderung von A bzgl. einer Stérung A in 1. Ordnung nach Rayleigh-
Schrodinger-Storungstheorie. In der Tat kann das HeFe-Theorem auch mit Hilfe stérungs-
theoretischer Argumente hergeleitet werden. Dementsprechend findet sich die formale Be-
ziehung (4.1) auch schon sehr frith in der quantenmechanischen Literatur, etwa 1926 bei
Schrodinger [132].

4.2.2 Hellmann-Feynman-Krifte

Hellmann (1933) und Feynman (1939) hatten beide urspriinglich Ableitungen der Gesamt-
energie F eines Molekiils nach einer Kernkoordinate K 4, d.h. intramolekulare Krifte, be-
rechnen wollen, wobei sie die Beziehung (4.1) hergeleitet und verwendet haben. Diese An-
wendung des HeFe-Theorems auf molekulare Energiegradienten fithrt auf eine besonders
einfache und klassisch-elektrostatisch interpretierbare Formel. Wir untersuchen hier also
die Ableitung der molekularen Energie F, die einen Eigenwert des molekularen Hamilton-
operators H darstellt, nach z.B. einer cartesischen Koordinate K, des Kerns Nr. A des
Molekiils. Hierzu benstigen wir die Wellenfunktion ¥ des Molekiils, sowie dg , H. Schreiben

wir einmal den Eigenwert £ zum Hamiltonoperator (1.1)

H =T, + Vee + Vive + Vi (A)
in analoger Form
E= <Te> + <‘>:ee> + <VN€> + <‘Zluc> (B)

so enthalten lediglich die Terme VNe und Vnue im Hamiltonoperator iiberhaupt die Kernko-
ordinaten, wihrend sich aber alle Einzelbeitriige (1.), (Vee), (Vive) und (Vi) zur Energie
mit der Kerngeometrie des Molekiils &ndern. Mit Hilfe des Hellmann-Feynman-Theorems

bekommen wir so mit (A)

Oy B = (V| 0k, H| )
- <\Il‘aKA VN€|\II> + <\Ij|aKA VnuC|\Il>

wéhrend doch gleichzeitig nach (B)
aKAE - aKA <Te> + aKA <‘A/ee> + aKA <VN€> + aI<A <Anuc>
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4.2. Das Hellmann-Feynman-Theorem und Hellmann-Feynman-Kréfte

gelten muﬁ Dies bedeutet, dafl in einem Molekiil die Verhéltnisse so beschaffen sind, dafl
sich 9, (T.) + Ok, (Vee) und diejenigen Anteile von 9y, (Vive), die nur implizit (iiber die
Anderung von W) von der Kerngeometrie abhingen, gerade gegenseitig aufheben. Jeder
dieser Einzelbeitrage kann jedoch betréchtlich grofl sein, was — wie wir spéter noch sehen
werden — leicht zu numerischen Schwierigkeiten bei der Anwendung des HeFe-Theorems
zur Berechnung von molekularen Energiegradienten fiihrt. Die exakte Balance der einzelnen
Terme in O , £ héngt nadmlich sehr empfindlich von der Genauigkeit der Wellenfunktion ¥
ab. Einmal mehr zeigt sich, daB (7.) fiir die chemische Bindung eine wichtige Rolle spielt,
die aber nicht offensichtlich zutage tritt.

Zunichst wollen wir aber die HeFe-Kraftformel aufstellen. Dazu benétigen wir

N Kerne N
Y 3 o o o

TiB

und

Kerne Kerne Kerne
o (VR 0) 0t
B C+#B

Hier und im Folgenden sei k eine cartesische Elektronenkoordinate z,y oder z, K4 eine
cartesische Koordinate X, Y oder Z des Kerns Nr. A, sowie 74 und ﬁB 4 die entsprechen-
den Relativkoordinaten mit ihren Komponenten k14 und Kp4. Jeder Summand in Ok, VNe
héngt nur von der Koordinate jeweils eines Elektrons ab, so dafl wegen der Ununterscheid-
barkeit der Elektronen von diesem Term N gleiche Terme im HeFe-Integral (4.1) auftreten.

Dies fiihrt schliellich zu der Beziehung

Kerne
, Lo R
Fjl{eFe _ Fjl + F;lluc _ _aﬁA E— —/dl QA 7°1A Z QB%;S BA (42)
A BzA BA

Der erste Term auf der rechten Seite von (4.2) entspricht der klassisch-elektrostatischen
Anziehungskraft F! einer Punktladung Q)4 mit einer entgegengesetzt geladenen kontinu-
ierlichen Ladungsverteilung p(7), der zweite Term der klassisch-elektrostatischen Absto-
Bungskraft F™e giner Punktladung @4 mit einer Anh&dufung von Punktladungen gleichen
Vorzeichens. Wir wollen den ersten Term auf der rechten Seite von (4.2) mit dem Be-
griff Hellmann-Feynman-Kern-Elektron-Anziehungsintegral oder HeFe-Integral
bezeichnen, den zweiten Term mit Kern-Kern-Abstof3ung oder -Kraft. Wir halten

fest: die intra-atomaren HeFe-Krifte lassen sich in klassisch-physikalischer Weise durch
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— -
QA ZA ZB QB

Abbildung 4.1: Koordinatensystem fiir die Berechnung von Hellmann-Feynman-Kréften
eines zweiatomigen Molekiils mit den Kernladungen ()4 und Q). Fiir jeden Kern wird ein
lokales Koordinatensystem r;, 0;, ¢; bzw. x;, y;, z; zugrundegelegt, so dafl die z-Achsen bei

A und B aufeinanderzeigen.

die elektrostatischen Krdifte zwischen der Ladungsverteilung der Kerne und der kontinuier-
lichen Ladungsverteilung der Elektronen, der Elektronendichte, beschreiben. Dies bedeutet
auch, daB die HeFe-Krifte im Prinzip iiber eine (exakte) Bestimmung der Elektronen-
dichte zugénglich sind, da diese auch in eindeutiger Weise die Position und (nach Katos
Cusp-Condition) die Ladung der Kerne festlegt.

Das Integral F® in (4.2) ist nur dann von Null verschieden, wenn die Elektronendichte
p p-artig polarisierte Anteile in Richtung von K 4 hat. Wir wollen von hier an stets die
HeFe-Kréfte in zweiatomigen Molekiilen betrachten. Stellen wir uns ein solches 2-atomiges
Molekiil A — B vor, dessen Kernverbindungsachse wir in z-Richtung eines geeignet gewéhl-
ten Koordinatensystems legen. Das zugrundegelegte Koordinatensystem ist in Abb. 4.1
skizziert. Aus Symmetriegriinden kann es nur einen Kraftbeitrag in z-Richtung geben, z.B.
auf Kern A nach (4.2) betragsméfig 3:

L oZa
Fa=-Qa / a7 A p() + D498
T4 Rip

— —Qu / d- S804 iy D4l (4.3)

2
TA Rip

Stellen wir uns die Elektronendichte in eine vollstédndige Basis von (reellen oder komplexen
sphirischen) Slater-Funktionen STO(n,l,m; Rs) = 1 le™®maY™(9 4, 0 4) auf Kern A ent-

3Wir werden in einem spiiteren Kapitel HeFe-Krifte in zweiatomigen Molekiilen genauer analysieren.
Dabei wird hier und im Folgenden stets die Koordinatenwahl aus Abb. 4.1 vorausgesetzt und mit (4.3)

der Betrag der Gesamt-Kraft berechnet.
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wickelt vor, so liefern wegen der Orthogonalitit der Kugelfunktionen, d.h. bei geeigneter

Normierung [9]
/dQ'Yzm(Q) Y (Q) = dwbmme

nur solche Anteile der Dichte einen Beitrag zum Integral, die oc Y{? oc cost4 = 24 /74 sind.
Dies sind (bei Orientierung des Molekiils in z-Richtung) die p,-Funktionen. Nur die p-
Dichte um einen Kern trigt zur Hellmann-Feynman-Kraft bei. Hierbei gibt es verschiedene

Anteile willkiirlich zu unterscheiden:

1. p-artige (Rumpf- und Valenz-) Polarisation beim Ubergang von der undeformierten
atomaren Dichte von A zur molekularen Elektronendichte um A bei der Molekiilbil-

dung.

2. p-artige Beitrige am Kernort von A durch die Ausléufer der B-Dichte bei der Uber-

lagerung der undeformierten Atome zum Promolekiil.

3. Dichte am Nachbarkern B. Dies ist hauptséichlich ein promolekularer Beitrag, wenn-
gleich auch diese Dichte bei der Molekiilbildung polarisiert wird. Die Dichte am Nach-
barkern kompensiert bei grofien Abstdnden die Kernladung von B und daher die
Kern—Kern-AbstofSung F™°.

Die Anteile 2 und 3 treten schon bei der Uberlagerung von sphirischen Atomen zum
Promolekiil auf, i.A. braucht man aber zur korrekten Beschreibung der molekularen De-

formationsdichte in Anteil 1 explizit Polarisationsfunktionen fiir alle Atomorbitale.

4.2.3 Hellmann-Feynman-Krifte mit genidherten Elektronen-
dichten

Problematisch an der Bestimmung von HeFe-Kréften ist, daf§ die Wellenfunktion ¥ und
die daraus resultierende Elektronendichte iiblicherweise durch Ndherungsverfahren in einer
Basis-Entwicklung berechnet werden bzw. die Messung der Elektronendichte mit nicht ver-
nachlédssigbaren Mef}fehlern behaftet ist. Die Berechnung der Dichte nach einer der géngi-
gen theoretischen Nédherungsverfahren bedeutet i.d.R. keine prinzipielle Einschrankung der
Giiltigkeit des HeFe-Theorems, so gilt es beispielsweise fiir exakte HF- oder DFT-Dichten
[131,133], und z.B. beziiglich von Hellmann-Feynman-Krdiften auch fiir HF- und DFT-

Wellenfunktionen in einer Basis-Approximation, sofern die Aufpunkte der Basisfunktionen

164



4. Intramolekulare Energiegradienten

ebenfalls zu den Variationsparametern gehoren (sog. ,,Floating”-Wellenfunktion [131,134]).
Bei den iiblicherweise angewendeten HF- und DFT-Variationsverfahren wird aber i.d.R.

der Energieerwartungswert
(E) = (P[H|®)

einer gendherten Ein- oder Mehr-Determinanten-Wellenfunktion ® = |¢1¢s...0n| bzw.
Dichtematrix ) . |¢;)(¢s| beziiglich linearer Variationskoeffizienten einer endlichen Men-
ge von atomzentrierten Basisfunktionen y,, fiir die Orbitale ¢; minimiert, und zwar unter

der Nebenbedingung, dafl
(@]®) =1
erfiillt ist. Damit gilt aber keineswegs automatisch
(H—(E)®=0

sondern vielmehr mit der Energie-Fehlerfunktion e:
(H — (E))®(1,2,..N) = €(1,2, ...N)
mit

(xiley=0i=1...B

Die SG ist nicht in jedem Punkt des Konfigurationsraumes lokal (punktweise) exakt erfiillt,
sondern nur noch in einem mit den Basisfunktionen x gewichteten Mittel, wobei durch die
unvollstdndige Basis-Entwicklung lokal grofle Beitrdage auftreten kénnen. Die Anwendung
von H®(1,2,..N) = &(1,2,..N) - (E) + €(1,2,...N) statt der SG bei der Herleitung des

HeFe-Theorems fiihrt auf ein Zusatzglied in der Energieableitung:

O\ (E) = (D |0y H| D) 4 2(0, D |e)
= (D |0\ H| D) +2(0, @ |H| D)

(HeFe-Fehlerterm), dessen Grofie — bezogen auf 0y, (E) — betrichtlich sein kann. Wéhrend
die Energie in diesen Variationsverfahren lediglich von zweiter Ordnung im Fehler der Wel-
lenfunktion (und damit der Dichte) ist, geht dieser Fehler linear in die Kraft-Berechnung
ein. Die in Standard-Programmsystemen verwendeten guten Standard-Basissitze sind fiir
die Energie-Berechnung optimiert worden, stellen jedoch keineswegs die (selbst grob néhe-

rungsweise) Erfiillung des HeFe-Theorems sicher. Wir werden in Kapitel 5 am Beispiel
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des HCl-Molekiils die dramatischen Auswirkungen der Basis-Groe (bei hiervon nahezu

unbeeinfluftem Energie-Erwartungswert) auf die HeFe-Kraft demonstrieren.

O\(P|P) = 2(0\P|P) = 0 bedeutet, dal der Integrand in verschiedenen Raumbe-
reichen grofle positive und negative Beitrédge hat, die sich aus Normierungsgriinden auch
bei einer endlichen Basis immer noch exakt wegheben. In einer unvollsténdigen Basis ist
aber (H — (E)) ® = 0 nicht mehr punktweise exakt erfiillt, so daB sich groBe positive und
negative Beitriige zur Korrekturgrofie AHFe — 2(9, ® |H| ®) nicht mehr exakt wegheben.
In der endlichen Basis gilt auch nicht mehr ezakt der Virialsatz 2(T) = —(V) bei der
Gleichgewichtsgeometrie, und 9, (T") kompensiert nicht mehr vollstindig 9, (V..) und die

Anteile von 6,\<VN6), die nicht explizit von ¥ abhéngen.

Beziiglich der Berechnung von Hellmann-Feynman-Krdften mit einer Floating-
Wellenfunktion in einer unvollstindigen Basis hdngt die Energie nicht mehr schon in
niedrigster Ordnung implizit {iber die Wellenfunktion von den Kernkoordinaten ab,
da die Basisfunktionen nicht auf den Kernen zentriert werden. Anschaulich kann man
sich vorstellen, daf}, wenn die Wellenfunktion iiber die Basisfunktionen explizit von den
Kernkoordinaten abhingt, eine infinitesimale Anderung der Kernkoordinaten auch eine
infinitesimale Anderung schon in niedrigster Ordnung der Wellenfunktion und damit der
Energie verursacht, wihrend, wenn die Wellenfunktion nicht explizit von den Kernko-
ordinaten abhingt, sich Anderungen dieser Parameter nur in héherer Ordnung in einer
Anderung der Wellenfunktion niederschlagen. Die Zentren X, der Basisfunktionen werden
variationell bestimmt, so dafl ¢ (E) = 0 fiir alle 7 erfiillt wird. Mit dieser Randbedingung
erfiillt die Floating-Wellenfunktion das HeFe-Theorem, da so APFe = 2(9, @ |H| ®) = 0
gerade das Variationskriterium ist. So kann man selbst mit Minimalbasen den FEner-
giegradienten iiber die HeFe-Kraft berechnen — ein interessantes Ergebnis, wenn man
bedenkt, dafl z.B. eine Floating-Wellenfunktion beim Hy; mit Minimalbasis eine vollig
falsche Elektronendichte ergibt, da z.B. die Maxima von p nicht mehr mit den Kernorten
zusammenfallen oder im Fall von Gauss-Funktionen die Cusp-Bedingung gréblich verlet-
zen. Die Beitrage zum HeFe-Integral wiirden so zum grofiten Teil aus dem Bereich der
Zentren der Basisfunktionen neben den Kernen stammen. Dies bedeutet, dafl eine Analyse
der HeFe-Kraft mit einer Floating-Wellenfunktion u.U. eine Herkunft der Kraft aus ganz
anderen Raumbereichen suggeriert als man mit der exakten Dichte berechnen wiirde.
Eine Kraft-Analyse auf diesem Néherungs-Niveau kann also nicht als sinnvoll angesehen

werden.
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Wir merken noch an, da§ 9y (¥ | ') = 0 auch eine anschauliche Bedeutung hat: es ist
Ox (V| W) = (05 (U"0))
1
— [ a1 @) =0

d.h. die Elektronendichte mag sich in Abhéngigkeit von A\ &ndern, die iiber den gesam-
ten Raum aufsummierte Differenzdichte A*p(7) = 9, p(7) mufl aber verschwinden, da
die Gesamtzahl der elektronischen Ladung erhalten bleiben muf}. Dichte flieft von einem
Raumbereich zum anderen.

Bei der Berechnung intra-atomarer Krifte mit Hilfe von (4.2) ist noch erschwerend, daf3
die Gesamt-Kraft eine Summe aus zwei grofflen Beitrdgen entgegengesetzten Vorzeichens
ist. Dabei wird die Kern-Kern-Abstofung exakt berechnet, da die korrekte Normierung
der Wellenfunktion in der Basis-Entwicklung sichergestellt wird. In die Berechnung des
Kern-Elektron-Anziehungsintegrals geht aber der Fehler der Elektronendichte direkt ein,
wobei kernnahe Bereiche durch den Integranden sehr stark gewichtet werden. Die kernnahe
Dichtepolarisation wird aber mit Standard-Basen nicht sehr gut erfafit, da sie nur wenig
zur Bindungsenergie eines Molekiils beitrigt, so daf§ die kernnahen Dichteanteile schnell
Fehler im HeFe-Integral produzieren. Typische Kréfte bei mittleren Auslenkungen eines
Molekiils aus der Gleichgewichtsgeometrie sind ~ 1072 a.u. bei Werten der Kern-Elektron-
Anziehung von z.B. —10' und der Kern-Kern-AbstoBung von dann 10' — 1072, Berechnet
man die Kern-FElektron-Anziehung auf Grund von Dichtefehlern im kernnahen Bereich
nur um 1% falsch, so ergibt sich hieraus ein Kraft-Fehler von ~ 10%%. Hiufig berechnet
man iiber einen ganzen Bereich von interatomaren Absténden iiberhaupt keine anziehende
Kraft, so dafl das energetisch gebundene Molekiil geméafl seiner HeFe-Kréfte nicht gebunden
wére. Der Grund hierfiir wird in Abschnitt 4.4 erlautert.

Es gibt geniigend weitere Beispiele, bei denen die Anwendung des HeFe vollig versagt,
wenn Polarisationseffekte der Elektronendichte nicht in ausreichender Weise beriicksichtigt
werden, so z.B. die Wechselwirkungsenergie und -kraft eines H-Atoms mit einem Proton
bei groflen Abstinden R. Nimmt man eine ungestorte sphérische Ladungsverteilung des
H-Atoms an, so liefert die Anwendung des HeFe-Theorems nach (4.2) bei Betrachtung der
Auslenkung des Wasserstoff-Kerns eine abstofende Kraft von +1/R?, da eine sphérische
Ladungsdichte p um den verschobenen Kern in (4.2) keine Anziehungskraft liefert, bei Be-
trachtung der Auslenkung des Protons aber eine Kraft von Null, da bei grolen Abstdnden
die Elektronenwolke des Wasserstoffatoms die Ladung des darin befindlichen Kerns ge-

rade kompensiert. Aus Symmetriegriinden miiffiten aber beide Kréfte vom Betrage nach
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gleich sein und eine leichte Anzichung von —9/R® ergeben. Dieses Ergebnis erhilt man
durch Berechnung der Polarisierbarkeit des Wasserstoffatoms und der daraus resultieren-
den elektrostatischen Energie durch das Proton mit der gestorten Dichte des H-Atoms
in erster Ordnung und Differentiation nach R. Der Unterschied dieser beiden Ergebnisse
kommt durch die nicht beriicksichtigte Polarisation der Elektronenhiille des Wasserstoffa-
toms in Richtung des weit entfernten Protons beim Anwenden des HeFe-Theorems zustan-
de. Erst eine Dichte-Korrektur in stérungstheoretisch 3. Ordnung ergibt auf Proton und
Wasserstoff-Kern betragsmifig gleich groBe Krifte von —9/R® in Ubereinstimmung mit
der Ableitung der Stoérenergie erster Ordnung (s.z.B. [3] und darin zitierte Referenzen).
Noch extremere Verhéltnisse gelten fiir Ionenpaare K™ A~ beim Abstand R, bei denen

die Elektronendichte ndherungsweise sphérisch angenommen wird. Wir erhalten

Fr+ = —Qg+/R* , Fa- =+Q4-/R* |

wihrend in beiden Féllen eine Anziehung von —1/R? der korrekte Wert ist.

Von Nakatsuji wird in der Literatur ein Vorschlag zur systematischen Erweiterung von
Basissitzen im Hinblick auf das Hellmann-Feynman-Theorem angegeben [134-136], der
durch die Tatsache inspiriert ist, dal eine Floating-Wellenfunktion, bei der die Aufpunkte
der Basisfunktionen als nichtlineare Parameter bei der Variationsrechnung mit optimiert
wurden, das HeFe-Theorem auch in einer minimalen Basis erfiillt. Eine dhnliche Problema-
tik existiert iibrigens auch bei anderen differentiellen Groflen, etwa bei nichtadiabatischen
Kopplungen [137], und Nakatsujis Losungsvorschlag taucht in der Literatur dementspre-
chend schon frither auf. Wir kénnen eine verschobene Basisfunktion durch Anwendung des

Verschiebeoperators
exp (R — R¢) - 3ﬁ]
auf eine Basisfunktion x(R) auf Kern C darstellen, und erhalten so
X(R) = x(Rc) + 0z x(Rc) - (R — Re) + ...

d.h. eine Taylor-Entwicklung der verschobenen Basisfunktion um Kern C . Die n-ten
Ableitungen von quantenchemischen Basisfunktionen (z.B. Gauss-, Slater-, oder Wasser-
stoffunktionen) entsprechen Polarisationsfunktionen mit um n,n — 2... niedrigeren und

héheren Drehimpulsen. Wir erzeugen nun auf Energie-Berechnung optimierte Basissétze

481% X(éc) ist im Sinne von 6éox(l3bo) 4z zu verstehen.

o=Rc
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zunehmender Grofle, bis die Energie bei einer weiteren Vergroflerung der Basis praktisch
keine Anderung mehr zeigt. In diesem Zusammenhang ist es wichtig, daf man in der Ba-
sis schon solche Polarisationsfunktionen eingeschlossen hat, die fiir die Energieberechnung
wirklich nétig sind, so daB Anderungen von erster Ordnung in der Elektronendichte kei-
ne erkennbare Energieinderung mehr produzieren (das kann auch z.B. bei Sauerstoff bis
zu f-Funktionen mit einschlieflen). Diesen Basissatz erweitern wir nun durch Polarisati-
onsfunktionen 03 X(Z%) Enthélt ein so erweiterter Basissatz sdmtliche Ableitungen der
Basisfunktionen, wobei letztere fiir die exakte Darstellung der Eigenfunktion ¥ benétigt
werden, so 16st man de-facto das Variationsproblem mit einer Floating-Wellenfunktion in
dieser erweiterten Basis °. Fiir praktische Anwendungen konnen einige fithrende Terme der
Entwicklung schon eine zufriedenstellend genaue Dichte liefern. Das Verfahren sieht also
vor, da3 man eine fiir die Energieberechnung ausreichend grofie Basis als Ausgangspunkt
ansetzt. Dies sind in ADF meist triple-(-Slater-Basen mit Polarisationsfunktionen fiir die
auflere Valenzschale. Die Ableitung einer Basisfunktion ist gerade eine Polarisationsfunk-
tion fiir die Basisfunktion mit dem gleichen Exponenten, d.h. man benotigt mindestens
f- (besser auch g-) Funktionen fiir Elemente der 2. und 3. Periode; ¢g- und h-Funktionen
wiiren fiir schwerere Elemente mindestens nétig ©. Die erforderliche GroBe der Basissiitze
fithrt selbst bei leichteren Elementen schnell zu groflen praktischen Genauigkeits- und Di-
mensionierungsproblemen. Zudem ist die Verwendung von Basisfunktionen mit hcherem
Drehimpuls als f-Funktionen in vielen quantenchemischen Molekiil-Programmpaketen wie
z.B. ADF bis dato noch nicht vorgesehen. Alternativ konnte man dann auch off-center-
Funktionen hinzunehmen.

Fiir einige leichtere Elemente bis zum Cl haben wir exemplarisch nach dem obigen einfa-
chen Verfahren atomzentrierte Basissdtze bestimmt, mit denen eine Molekiil-Funktion das

Hellmann-Feynman-Theorem recht gut erfiillt. Diese Rechnungen sollen zum Vergleich mit

5Genaugenommen lést man das Floating-Function Problem mit dem zusitzlichen Vorteil der Prisenz
von Polarisationsfunktionen, so dafl die Energie ,,besser”, d.h. tiefer ist, als wenn man tatséchlich die
Basisfunktions-Aufpunkte in der kleineren Originalbasis optimiert. Nakatsujis Idee war urspriinglich, daf§
man einen endlich groflen Basissatz kreieren konnte, der alle seine Ableitungen selbst enthélt, was aber
bei Basisfunktionen, die auf dem Rand des Definitionsbereiches verschwinden und normierbar sein sollen,

nicht realisierbar ist.
6Bei Verwendung einer Slater-Basis besteht auBerdem noch folgendes Problem:

Oz, 4 6xp(—aria) = —azia/ria exp(—aria), d.h. die Ableitung einer 1s-Funktion ergibt eine ,,1p”-
Funktion, sprich 2p/r. Analog ergibt (2p)’ — 2d + 3d + 1s + 2s. Diese am Ursprung singuliren, in quan-
tenchemischen Programmen nicht vorgesehenen Funktionen miissen daher durch Linearkombinationen von

Standard-Basisfunktionen approximiert werden, was die Basis zusétzlich aufbldht.
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den von ADF bestimmten Gradienten dienen und weiterhin die theoretische Interpretation

von nichtrelativistischen Kraftbeitrage erleichtern. Siehe hierzu Kapitel 5.

4.3 Eichung von Hellmann-Feynman-Kréiften

Betrachten wir noch einmal als Beispiel ein zweiatomiges Molekiil A— B beim Kernabstand
R. Die interatomare Kraft wird zweckméfBigerweise nach Newton definiert als negativer

Gradient der Gesamt- oder Bindungsenergiekurve des Molekiils.
dE(R) _ dBE(R)
dR ~  dR
Mit Hilfe des HeFe-Theorems berechnet man nach (4.3) fiir dieses Molekiil die Kréfte aus

der Ableitung der Energie nach der Koordinate jeweils eines Kerns, die im zweiatomigen

Fap = —

Molekiil gleich grofl sein miissen: die Verschiebung des einen Kerns z.B. in Richtung des
anderen Kerns hat auf den Bindungsabstand die gleiche Wirkung (Verkiirzung), als wenn
der andere Kern ebenfalls in Richtung seines Bindungspartners verschoben wird 7, d.h.
F, = Fp in einem Koordinatensystem nach Abb. 4.1 auf Seite 163. Wir konnen daher
einen beliebigen reellen Eichparameter 7 einfithren, mit dessen Hilfe wir die Gesamtkraft

in der Form

FAB:77FA+(1_77>FB:77(FA_FB>+FB (44)

_ el nuc
= Ip + Fip

- /dl- [Fel+ﬁnu6] p(1)

mit
Felp(1) = —/d2...dN - (Or Vi) WU* = — {UL COSha | (g Qecostis
1A "B
R . 1
Frep(1) = —/d2...dN (O Vi) D T* = +NQ;‘§Bp(1) (4.5)

schreiben. Hierbei haben wir auflerdem fiir eine spitere Analyse der Herkunft von Kraft-

"Wir wollen im Folgenden nicht die Wahl eines einheitlichen Koordinatensystems fiir alle Kerne vor-
aussetzten. Darin gilt fiir zweiatomige Molekiile stets F)y = —Fp, da eine Verschiebung eines Kerns in
Bindungsrichtung im einen Fall die Bindung verkiirzt, im anderen Fall verlangert. Meist werden in der
Literatur lokale Koordinatensysteme fiir A und B analog Abb. 4.1 auf Seite 163 gewahlt, deren Achsen in
Bindungsrichtung jeweils in die entgegengesetzte Richtung zeigen (aufeinander zu oder voneinander weg).

Bei einer solchen Koordinatenwahl gilt Fy = Fg.
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Abbildung 4.2: Vorzeichenmuster der Funktion Fel fiir Qa = Qp = 7 (Ny) bei einem
Kernabstand von 3 a.u. in der xz-Ebene (Berlin-Diagramm). Der Eichparameter betrégt
n = 1/2. Helle Bereiche entsprechen negativem Vorzeichen von Fe! und somit anziehenden
Kern-Elektron-Kréften, dunklere Bereiche entsprechen abstoflenden Kréften. Elektronen-
dichte im Bindungsbereich zieht die Kerne zueinander, Dichte , hinter” den Kernen wirkt

bindungsverléingernd. An der Null-Linie gilt betragsméflig Fy = Fg = F™°.

beitrégen aus verschiedenen Raumbereichen die Kern-Kern-Abstofungskraft ebenfalls wie-
der als Erwartungswert-Integral geschrieben. Dies ist vollkommen korrekt, da F™¢ =
—(W|9 V™| W) = F™<(p/N) punktweise im ganzen Raum gilt.

F' und F™¢ sind Funktionen im rellen dreidimensionalen Raum. F™¢ ist konstant und
positiv, die Elektronendichte ist positiv-semidefinit, wahrend a positive und negative
Werte haben kann. Diese Funktion definiert somit Bereiche im Raum, in denen die Kern-
Elektron-Kréifte anziehend oder abstoBend wirken. Anschaulich kann man sich vorstellen,
da Elektronendichte in einem Volumenelement versucht, die Kerne zu sich zu ziehen.
Falls dies zu einer Vergréferung des Bindungsabstandes fiihren wiirde, wére die Kraft als
abstoflend zu werten. Am Gleichgewichtsabstand des Molekiils halten sich die anziehenden
Kern-Elektron-Kréfte und die abstoflenden Kern-Elektron- und Kern-Kern-Kréfte gerade
die Waage.

Fiir ein lineares Molekiil kann man einen Schnitt der Funktion F in einer Ebene, die die
Kernverbindungsachse enthélt, als Hohenliniendiagramm oder als Fléche iiber dieser Ebene
auftragen und die Unterteilung des Raums in anziehende und abstoflende Bereiche visuali-
sieren. Dieses Konzept geht auf einen Artikel von Berlin aus dem Jahr 1951 zuriick [138], in

dem die Moglichkeit der Wahl eines Eichparameters nicht diskutiert wird. Implizit wurde
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Abbildung 4.3: Vorzeichenmuster der Funktion F° fir Q4 = 3, Qp = 1 (LiH) bei
einem Kernabstand von 3 a.u. in der xz-Ebene (Berlin-Diagramm). Der Eichparameter
betrdgt 7 = 1/2. Helle Bereiche entsprechen negativem Vorzeichen von Fe! und somit
anziehenden Kern-Elektron-Kréften, dunklere Bereiche entsprechen abstoflenden Kréften.

Je grofer Q4/Qp, desto mehr iiberlagert das Vorzeichenmuster der Funktion Fjl die von
Fe.

dort die Wahl n = 1/2 getroffen, die fiir homonukleare zweiatomige Molekiile naheliegend
ist. Abb. 4.2 auf der vorherigen Seite zeigt ein sog. Berlin-Diagramm fiir ein As-Molekiil.
Von Nakatsuji et al. stammt eine Verallgemeinerung des Berlinschen Konzepts auf interne
Koordinaten mehratomiger Molekiile [139]. Dort wurden Kern-Schwerpunktskoordinaten
(KSK) gewihlt, die i.A. bei zweiatomigen Molekiilen mit Q4 # @p zu einer annidhernden
Symmetrisierung der Berlin-Diagramme dhnlich Abb. 4.2 auf der vorherigen Seite fiihren.
In diesen Koordinaten ist (Kernmassen M)

ksk _ Mg : _ My

My + Mg M+ Mp

Fiir viele Atome aufler Wasserstoff ist M ~ 2@, so dafl ndherungsweise

nQa =~ (1-n)Qp =~ /2

gilt. p ist die reduzierte Masse des Kernsystems, = MaMp/(M4 + Mp). Dies fiihrt auf

7 (1—n)

anndhernd symmetrische Berlin-Diagramme. Mit der Wahl

sym __ QB . (1_ ): QA
QatQp P 0a+ Qs

des Eichparameters kann man stets ein symmetrisches Berlin-Diagramm erzwingen, d.h.

n

auch fiir Q4 # @Qp erhilt man ein Diagramm wie in Abb. 4.2 auf der vorherigen Seite.
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Abbildung 4.4: Vorzeichenmuster der Funktion Fel fiir Qa = Qp = 7 (Ny) bei einem
Kernabstand von 3 a.u. in der xz-Ebene (Berlin-Diagramm). Der Eichparameter betrégt
hier n = —2. Helle Bereiche entsprechen negativem Vorzeichen von F!' und somit anzie-
henden Kern-Elektron-Kréften, dunklere Bereiche entsprechen abstoflenden Kréften. Der
gewdhlte Wert von 7 erzeugt ein fiir homonukleare Molekiile scheinbar unsinniges Bild von

anziehenden und abstoBenden Bereichen im Molekiil.

n = 1/2 fithrt bei unterschiedlich stark geladenen Kernen stets zu einer Uberbetonung der
Kraft auf den hohergeladenen Kern, wie in Abb. 4.3 auf der vorherigen Seite zu erkennen ist.
Fiir Q4 > @ p wire praktisch der gesamte Bereich rechts vom linken Kern anziehend, links
dieses Kerns abstofiend. Die Wahl von Kern-Schwerpunktskoordinaten, d.h. n¥5¥_ oder

Y™ gelektiert bei stark unterschiedlich geladenen

des symmetrisierenden Eichparameters 7
Kernen eher einen ,,chemischen Bindungsbereich” als n = 1/2. Interessanterweise erhalt
man in Kern-Schwerpunktskoordinaten fiir Hydride A — H (A # H), wo Qp ~ Mg,
Qa ~ M4/2, ein dhnliches Bild wie Abb. 4.3 auf der vorherigen Seite, allerdings mit
vertauschten Kernen, d.h. der Wasserstoff (mit der kleineren Kernladung) wére links im
Bild.

Da die Wahl von 7 im Prinzip beliebig ist, kann man auch scheinbar unsinnige Interpre-
tationen erzeugen, wie in Abb. 4.4. Die Wahl von n = —2 erzeugt fiir ein homonukleares Mo-
lekiil eine unsymmetrische Verteilung von anziehenden und abstoflenden Bereichen, wobei
Elektronendichte im Bindungsbereich teilweise abstoflend wére. Fafit man 7 als Bruchteil
einer Gesamtkraft auf, so sind negative Werte von n zwar mathematisch erlaubt, physika-
lisch jedoch nicht sinnvoll. Der Bereich 0 < 1 < 1 erscheint uns hier angemessen, wobei
n¥5K oder n™™ am ehesten einen chemischen Bindungsbereich festlegen. Wegen der prinzi-

piellen Beliebigkeit des Eichparameters wird das Berlinsche Konzept von Silberbach [140]
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vollkommen zuriickgewiesen. Auf Grund der Anschaulichkeit des Konzepts wollen wir uns
nicht auf diesen extremen Standpunkt stellen, wohl aber die problematischen Punkte im
Auge behalten.

Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dafl die einfachen Berlin-Diagramme im Grunde
nicht von grofem Wert sind, da 1) die Gewichtung bestimmter Raumbereiche durch F*
und p nicht zum Ausdruck kommt und 2) Bindungs-Effekte durch die kleinen Differenz-
dichte-Beitrage nicht sichtbar sind, so dal Unterschiede der Bindungen in verschiedenen
Molekiilen nicht beriicksichtigt werden. Letzteres 1i8t sich durch eine multiplikative Uber-
lagerung der Berlin-Diagramme mit Differenzdichte-Graphiken verdeutlichen, wie es z.B.
in [139, 141-143] beschrieben wurde. Wir werden dies in Kapitel 5 an Beispielen néher

beschreiben.

4.4 Promolekulare Anteile zu interatomaren Kriften

Als Promolekiil bezeichnet man die Superposition von atomaren Dichten bei der Molekiil-
Geometrie. Im Rahmen von Hellmann-Feynman-Kraft-Diskussionen ist eine Aufspaltung
der Kraft in promolekulare und Differenzdichte- Anteile iiblich.

Die Unterteilung eines quantenmechanischen Erwartungswertes in einzelne Beitrége ist
selten eindeutig. Bei der Anwendung und Diskussion von Formeln, die auf Grund einer
solchen Aufteilung erhalten wurden, kann es leicht zu Paradoxa, d.h. scheinbaren Wider-
spriichen kommen. Wir wollen dies am Beispiel der Hellmann-Feynman-Kraft exemplarisch
vorfiihren.

Die Hellmann-Feynman-Kraft auf einen Kern im zweiatomigen Molekiil ist durch Gl.
(4.3) gegeben und enthéilt als einzige zusammengesetzte Grofie, die sich fiir eine Abspaltung

eines promolekularen Anteils eignet, die Elektronendichte p. Wir teilen diese also auf:
P = pa+ps+Ap

Einsetzen in (4.3) liefert fiir den elektronischen Beitrag zur Kraft Fu:

cos 6 cos cos 6
1 N A N A N A
FS=—-Qa /dr- 5 pA—ir/dr- 5 pB—l—/dr- s—Ap (4.6)
A A A
N o N o o
Vv Vv Vv
=0 promolekulare Kraft Differenzdichte-Kraft

Die Integration mit p4 ergibt keinen Beitrag, da p4/r% eine gerade Funktion und cos 4

beziiglich der Spiegelung an der xy-Ebene antisymmetrisch ist. Fiir die promolekulare
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4. Intramolekulare Energiegradienten

Hellmann-Feynman-Kraft erhalten wir daher (F™° = QQp/R%5)

ro g cos ¢ nuc
FP° = —Q, /dr- e App + F™ > 0 (4.7)
A

fiir neutrale runde Atome. Sie ist immer abstoflend, bzw. besser ausgedriickt: sie ist immer
etwas zu wenig anziehend, um ein Promolekiil kraftméflig zu binden, sobald der Kern A
in die Elektronenwolke pp eindringt. (4.7) ist auch nicht nidherungsweise die Ableitung
der promolekularen Energie. Unter Verwendung von (4.28d) (Abschnitt 4.8) bekommen
wir namlich fiir die promolekulare quasiklassische Bindungs-Energie eines zweiatomigen

Molekiils die Beziehung

AEP© — —/dl . |:pBQA + pAQB:| + /dldQ- pA(l)pB(2) i QAQB (48)

riA "B T12 Rap

Wir erkennen im ersten Integral die Wechselwirkung der Elektronen des einen Atoms mit
dem Kern des anderen Atoms und umgekehrt, im zweiten Integral die AbstoBung der beiden
Elektronenhiillen, und im dritten Term schliellich die Kern-Kern-Abstoflung.

AEP™ ist in der Tat eine grobe Naherung fiir die Wechselwirkungsenergie von gebun-
denen Atomen beim Gleichsgewichtsabstand R., wie Rechnungen gezeigt haben [144,145],
und zwar ist geméf dem Virialsatz AEP™(R,) ~ 2-Bindungsenergie.

Die Ableitung des letzten Terms in (4.8) nach Z,4 (Kern-z-Koordinate) ergibt gerade

cos 6 4
2

PB,
A
der vom ersten Summanden innerhalb des Integrals herriihrt. Diese beiden Beitrége ergeben

F™e<. Die Ableitung des ersten Integrals liefert weiterhin einen Term —Q 4 [ dF -

aber schon die weiter oben definierte promolekulare Hellmann-Feynman-Kraft. Weiterhin
enthélt die Ableitung von AEP™ aber noch die Ableitung der verbleibenden Terme, die
offensichtlich (explizit oder implizit) ebenfalls vom relativen Abstand der beiden Kerne
abhéngen. Ein direkter Vergleich von 0k, AEP™ mit FP™ mag u.U. zu entgegengesetzten

Aussagen fithren. So ist etwa
Ok ,AEP™ <0,

d.h. anziehend, wihrend nach Gl. (4.7) FP* > 0 abstofilend wirkt.
Der Term —Q4 [ di"- <574 pP 148t sich in eine praktischere Form umwandeln. Es wurde
A
von Schwarz eine Formel angegeben, in der dieser Term einfacher zu interpretieren ist [120].
Es ist

., cosf . R
—Qa /dr- 5 ApB(rA) = —%/ drp - 4113 - pp(rp) (4.9)
A 0
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4.5. Berechnung der rdumlichen Beitrédge zur Hellmann-Feynman-Kraft aus
Elektronendichte-F'its

d.h. der promolekulare elektronische Beitrag zur Hellmann-Feynman-Kraft auf den Kern
A héngt vom Verlauf der atomaren Dichte um den Nachbarkern ab und geht — wie der
Kern-Kern-Beitrag F™¢ — grob wie 1/R?. Nur diejenige Dichte innerhalb des Radius der
Bindungslénge schirmt die Kernladung () g kraftméfig ab, weshalb die promolekulare Kern-
Elektron-Anziehung nie ganz ausreicht, um die Kern-Kern-Abstoung zu kompensieren.
Neben dem Berlinschen Konzept wurde von Silberbach [140] wegen der Nicht-Giiltigkeit
des HeFe-Theorems fiir die promolekulare Dichte auch deren Verwendung zur Interpreta-
tion von Kréften zuriickgewiesen. Wie schon beim Berlinschen Konzept gilt hier zu sagen:
so lange man sich der Problematik bewuflt ist und die auf diese Weise erhaltenen Er-
gebnisse nicht verabsolutiert, ist die Aufspaltung der Elektronendichte in promolekularen
und Differenzdichte-Beitrag auch im Hinblick auf das Kraft-Konzept hilfreich. Wir werden
spater noch sehen, dafl die Gesamtkraft grofie, mehr oder weniger triviale promolekulare

Anteile enthélt, die die ,,interessanten” chemischen Bindungseffekte ziemlich verdecken.

4.5 Berechnung der ridumlichen Beitrige zur
Hellmann-Feynman-Kraft aus Elektronendichte-
Fits

Eines der Probleme bei der numerischen Berechnung der HeFe-Kraft-Integrale innerhalb
des ADF-Programms besteht in der 1/r?-Abhiingigkeit des Integranden in (4.3), da das
Punktegitter der SCF-Rechnung hierfiir nicht ideal ist. Letztlich ist aber nur der Bereich
um den betrachteten Kern problematisch. Hier spielen feinste Details der p-Polarisation
der Elektronendichte eine Rolle, wiahrend bei der Integration iiber die Dichte um einen
anderen Kern die numerische Integration einer nicht allzu exakten Elektronendichte schon
von ausreichender Genauigkeit sein kann, da hier der 1/r?-Term gerade fiir eine Verwi-
schung feiner Details sorgt und nur der grobe Verlauf der Dichte eine Rolle spielt. Fittet
man daher die Elektronendichte um den betrachteten Kern herum an eine Einzentren-Fit-
Basis, so kann dieser Bereich zum einen analytisch integriert werden, was die Abbruchfehler
des Punktegitters zum Kern hin klein halten sollte, zum anderen la3t sich aus diesem Fit

direkt die Polarisierung der Dichte in Kernnihe angeben. ® Die Fit-Basis sei ein Satz von

8Wie von Hirshfeld z.B. in [146] bemerkt wurde, kann die Dichtepolarisierung in unmittelbarer Kernniihe
in Rontgenbeugungsexperimenten praktisch nicht gemessen werden. So ergibt sich aus der Kenntnis der

Netto-Krifte, die z.B. bei der Gleichgewichtsgeometrie der Molekiile Null sein miissen, die Moglichkeit,
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4. Intramolekulare Energiegradienten

Slater-Funktionen STO o " 'exp(—ar) - Y/™. Wie wir schon in Abschnitt 4.2.2 gese-
hen haben, triagt nur die p-artige Polarisierung der Dichte zur HeFe-Kraft bei. Der Fit
sollte aber trotzdem noch radialsymmetrische s-Funktionen mit einschlieffen, da diese aus
Symmetriegriinden zwar keinen Beitrag zur Kraft geben, aber den Hauptteil des Dichtefits
ausmachen und diesen so numerisch stabilisieren. Eine andere Moglichkeit ist, die atoma-
ren Dichten von der Gesamtdichte zu subtrahieren und nur die Dichtepolarisation um den
betrachteten Kern an eine Basis von p-Funktionen anzufitten. Diese Elektronendichte sei

in einer solchen Basis {p;} durch
p(F) = pa(P) =D& - pi(Fa) + p°(7) (4.10)
1

gegeben, wobei p® alle Fit-Fehler, d- und hohere Multipolanteile um Kern A und den
Hauptteil der Dichte um den anderen Kern B abdeckt. Das Hellmann-Feynman-Integral

_cosfy B
[:;ﬁ:;/wﬂiﬂmw (4.11)
148t sich leicht analytisch berechnen. Fiir eine n-p,-Slater-Funktion ergibt sich

6 4 - 1!
/df’- (z r2eor CO—S2) = dm(n = 1) : (4.12)

T 3 an

Der Fit (4.10) soll die bestmdgliche Darstellung der p-Dichte in der Basis {p;} sein.

Dies erfordert die Minimierung des Funktionals (LS fiir least-squares)

2
LS:/dF (p—Zcf-pl>
1

d.h. 0LS = 0. Dies bedeutet, dal F beziiglich einer Variation der Parameter ¢ stationér

sein muf, also

OLS

o =

fiir alle k. Nach Ausfithren der Differentiation erhélt man das lineare inhomogene Glei-

chungssystem

i=8-¢ (4.13)

durch solche Fits die p-Polarisierung in Kernnéhe nachtréglich dem Experiment zuzuordnen.
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4.6. Relativistische Hellmann-Feynman-Kréfte

mit dem Vektor ¢, dessen Komponenten in der Basis der p; durch
o= [ dr (i) o)
gegeben sind, sowie der Uberlappmatrix S der Einzentren-Basis:

Sk Z/dF'Pkpz

Die gesuchten Entwicklungskoeffizienten ¢ bekommt man aus (4.13) z.B. durch Multipli-
kation von links mit der Inversen der Uberlappmatrix S 9.

Wir haben bei der praktischen Anwendung solcher Fits festgestellt, daf§ es schwierig
ist, auf diese Weise die kernnahen Anteile der p-Dichte zu reproduzieren. Oft fiihrt eine
unkritische Anwendung solcher least-squares-Fits zu einer recht guten Modellierung von
im Bindungsbereich liegenden Polarisierungen eben im Sinne einer recht genauen globa-
len. Ubereinstimmung des Fits mit der exakten Vorgabe. Auf diese Weise erhélt man in
den kernnahen Bereichen schnell starke Oszillationen und scheinbar riesige p-Koeffizienten
der Dichte, die durch die Anpassung des Fits an weiter aulen liegende Dichtebereiche
verursacht werden. Eine graphische und numerische Kontrolle der Qualitit der Fits im
kernnahen Bereich ist daher fiir eine Anwendung auf die Kraftberechnung in jedem Fall
unerlédBlich. I.d.R. haben wir quantitativ brauchbare Fits der kernnahen p-Dichte nur dann
erhalten, wenn Dichte auflerhalb des Rumpfbereiches nicht beriicksichtigt oder durch eine

stark dampfende Funktion unterdriickt bzw. nur die Differenzdichte gefittet wurde.

4.6 Relativistische Hellmann-Feynman-Kriifte

Relativistische Korrekturen zu intramolekularen HeFe-Kriften lassen sich z.B. mit Hilfe
von doppelter Storungstheorie [56] behandeln. Hierzu betrachten wir die Anderung der
Energie eines Molekiils in Abhéngigkeit von zwei Stoér-Parametern. R beschreibe die
Molekiilgeometrie, so z.B. Kernkoordinaten K 4, Kp eines zweiatomigen Molekiils (evtl. in
geeigneter Eichung, s. Gl. (4.4)), r sei ein geeigneter Storparameter fiir die relativistischen

Einfliisse, etwa ' In(a?) [87]. Nach dem Austauschtheorem der doppelten Stérungstheorie

9Dies ist nur formal zu verstehen. Die meisten Programme zur Losung solcher Gleichungssysteme ver-
wenden trickreichere Methoden, z.B. LU-Zerlegung. Letztendlich laufen aber alle diese Losungsmethoden

formal auf die Bestimmung der Inversen von S heraus [147].
10Mit dieser Wahl liefert O, o2 = a20,2 fiir die Ableitung 0, des Hamiltonoperators oder von Reihen-

entwicklungen der Wellenfunktion nach dem Stérparameter r gerade die relativistischen Korrekturen.
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kann man so die relativistische Kraft-Anderung unter Ausnutzung des HeFe-Theorems
schreiben als [87,108,120, 148-150)]
A F = —0,0r FE

(<aR\1; 10, H| W) + (0|9, H| 0z0) ) (4.14a)
= —(V[0,0r ]:[| ) — oder
((@T\y |0pH| W) + (U |0 | 0,7) ) (4.14b)

Die beiden mathematisch dquivalenten Formeln vermitteln zwei unterschiedliche physika-
lische Bilder der relativistischen Kraft-Korrekturen entsprechend den Schemata (Alla,b)

aus Abschnitt 1.6. So ist die relativistische Energiekorrektur in erster Ordnung bekanntlich
11

o B = <\Ij|ar]:]|\ll> )

und folglich nicht abhingig von der relativistischen Anderung der Wellenfunktion. Eine
anschlieBende Differentiation nach dem Kernabstand R liefert die (negative) relativisti-
sche Kraftkorrektur, (4.14a), die demnach auch nicht von der relativistischen Anderung
der Wellenfunktion abhéngen kann. Auf der anderen Seite bekommen wir durch eine Ver-
tauschung der Reihenfolge der beiden Ableitungen die Beziehung (4.14b), die wir unter
Beriicksichtigung von (4.2) und (4.4) in der Form

A — (00,05 B| T) + o / d1 - By (4.15)

schreiben kénnen, und in die direkt die relativistische Anderung der Elektronendichte ein-
geht. p@ = VO TR L v@ WO = relativistische Dichtekorrektur von der Ordnung o?
analog Abschnitt 2.7.3, zur Definition von F siehe Gl. (4.5) auf Seite 170. Dies ist ein
typisches quantenmechanisches Paradoxon, das durch die physikalische Interpretation un-
terschiedlicher mathematisch dquivalenter Formeln entsteht: im Bild (4.14a) héngt die
relativistische Kraftinderung erster Ordnung nicht von der relativistischen Anderung der
Wellenfunktion ab, im Bild (4.14b) offensichtlich in essentieller Weise. Letzteres liefert eine
Interpretation der relativistischen Kraftinderung mit Hilfe der HeFe-Kraft der relativi-

stischen Elektronendichteinderung — eine fiir chemische Zwecke besonders zweckméflige

Unter Ausnutzung des HeFe-Theorems, d.h. 2(¥|H|9,¥) = 0. Wie wir aber noch sehen werden, liefert
der Integrand hiervon grofie positive und negative Beitréige, die eine andere Interpretation der raumlichen

Herkunft von relativistischen Energiebeitrigen nahelegen.
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Anwendung in Analogie zur Deutung chemischer Bindungseigenschaften mit Hilfe von mo-
lekularen Elektronendifferenzdichten.
In beiden Bildern taucht die gemischte Ableitung (U |9,0; H|¥) auf. Fiir 4-

komponentige Allelektronenrechnungen mit dem Dirac-Operator

HY =Y [c &P, + C2BZ'] + V()
verschwindet die gemischte Ableitung 0,0pHP, da die Terme, die von R abhéngen, bei
Vernachlissigung der Kernbewegung keine relativistischen Korrekturen aufweisen 2. In
diesem Bild erhiilt man die relativistische Kraftkorrektur allein aus 2Re(¥ |9, H|dx0)
oder 2 Re(V |9 H| 9, ). Eine physikalische Interpretation aller Terme in (4.14a), (4.14b)
in verschiedenen Bildern wurde von Schwarz ausfiihrlich diskutiert [87,120].

Geht man davon aus, da man mit verschiedenen Verfahren wie Allelektronen-
und Frozen-Core- bzw. Pseudopotential-Rechnungen sowie mit 2- oder 4-komponentigen
Wellenfunktionen fiir verschiedene R stets vergleichbare relativistische Energiekorrektu-
ren erster Ordnung in o? berechnen kann, so mufl man in allen Bildern auch gleich
grofie relativistische Kraftanderungen finden. Dabei ist stets die Summe in (4.14a) bzw.
(4.14b) konstant, nicht aber das Verhiltnis der einzelnen Beitriige (¥ 0,0z H| ¥) und
2Re(W |0, H| V) bzw. 2Re(¥ |0 H| 8,0). Es gilt aber in jedem Bild 2 Re(V |8, H| Dz V) =
2Re(VU |0z H| 0, ¥). Durch Transformation der 4-komponentigen (Dirac-) Wellenfunktion
auf eine zweikomponentige (Pauli-) Form (z.B. durch Foldy-Wouthuysen-Transformation)
werden auch im Hamiltonoperator R- und r-abhéngige Anteile miteinander verkoppelt,
so daf die gemischte Ableitung 8,0z H nicht mehr verschwindet. Ahnliches gilt fiir DPT-
Wellenfunktionen. Es wird jedoch erwartet, daB der Anteil von (U |9,d5 H| ¥) an der re-
lativistischen Krafténderung bei Allelektronenrechnungen i.A. klein bleibt [87].

Ganz anders liegt der Fall hingegen bei der Verwendung von Pseudo-Rumpfpotentialen,
die zu im Rumpfbereich knotenfreien Valenzorbitalen fiihren. Deren Erwartungswert der
relativistischen Anderung A™V™ kann einen betrichtlichen Anteil der relativistischen
Kraftdnderung ausmachen kann. Im Pseudopotentialbild stammt nach numerischen Un-
tersuchungen von Collignon der Haupt-Anteil zur relativistischen Kraftdnderung in der

Tat vom Erwartungswert (¥ |3,0z H| ) der gemischten Ableitung des Hamiltonopera-

12Bei  Beriicksichtigung der Kernbewegung gibe es eine Retardierung des Elektron-Kern-
Coulombpotential. Diese Effekte sollten aber bei verschwindend kleiner Kopplung von Kern- und Elektro-
nenbewegung, d.h. in Fillen, wo die Born-Oppenheimer-Néherung angewendet werden kann, vernachléssig-

bar sein. Der nichtrelativistische Limes ¢ — oo von (9g(8,)HP) macht keine Probleme, s. Gl. 4.19
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4. Intramolekulare Energiegradienten

tors [151]. Collignon hat die bendtigten Integrale durch numerische Differentiation erhalten,

z.B. in der Form
(010,05 H| W) ~ (EO(R) + EY(R + AR) — E'Y)(R) — EO(R+ AR))/AR

so daf} alle Fehler, die aus der Nicht-Giiltigkeit des HeFe-Theorems resultieren, durch
die numerische Differentiation beriicksichtigt werden. Inwieweit sich eine eventuelle Nicht-
Erfiillung des HeFe-Theorems auf das Verhiltnis der beiden Kraft-Terme (¥ |8,05 H|U)
und 2Re(V |0z H|0,U) auswirkt, ist unklar.

Der Anteil von (U 9,8z H| ¥) im Allelektronenbild it sich bei Kenntnis der genauen
Dichtepolarisierung an den Kernen im Molekiil im Pauli-stérungstheoretischen (PPT-)
Bild erster Ordnung in o in einfacher Weise interpretieren und sein Vorzeichen abschiitzen,
wenn wir zwei Ndherungen machen. Zum einen wollen wir punktférmige Kerne wéhlen,
zum anderen in V nur das Kern-Elektron-Potential verwenden. Fiir die Ableitung nach
r erhalten wir zunéchst die relativistischen Korrekturen im Hamiltonoperator, die (ohne

Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung) im Pauli-PT-Bild

. a? o?
0l = 3 [~V (VIV() )
harv hp
lauten. iLMV héngt nicht von den Kernkoordinaten ab. Differentiation nach einer Kernko-

ordinate K4, K = X,Y oder Z, ergibt daher fiir den Erwartungswert

2

(010,00 H| W) = ==(¥] 91c, (X, V3V () | )

Wir vernachlédssigen nun in V' (7) das elektronische Potential, was nach [152] keinen allzu
grofen EinfluB auf die Erwartungswerte von hp hat 3. Nach der Poisson-Gleichung ist fiir

eine Verteilung von Punktladungen deren Ladungsdichte p,,. in atomaren Einheiten

VQVNe(F) = 47 puc(7)

d.h.

viy, Qs _ —A7 Y " Qa - 0(F; — Ra)
A

13Praktisch keine Rolle spielt in diesem Zusammenhang das Potential der Valenzelektronen schwerer
Atome, wihrend das Potential der Rumpfelektronen eine kleine Korrektur zu den ausschlielich mit dem

Kernpotential berechneten Erwartungswerten von hp liefert.
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mit der dreidimensionalen Deltafunktion §(7 — R4) = 6(z — X4)0(y — Ya)6(z — Z4). Mit
dieser Naherung bekommen wir mit Og = 70k , +(1—n)0k, (siche Gl. 4.5 und Abb. 4.1 auf

Seite 163 zur Wahl der lokalen Koordinaten an den Kernen) fiir ein zweiatomiges Molekiil
Ouc, (V2V (7)) = ~47Qur - (01,0 = Ba) 4 (1= )y~ Fi))

Durch partielle Integration sieht man leicht, dafl

df (z
/dx f(2) - O (x — x0) = —/dx - f(x) - 0x6(x — x9) = J;(g[:)
r=x
gilt. Wir erhalten so
—(wlo.0p ) ~ T |4 - Qa2 (4.16)
rVR ~ 9 n AakA R B 57 8/63 .
mit £ = z,y oder z. W’ bedeutet die Summe aus rechts- und linksseitiger Ableitung der

Elektronendichte in k-Richtung, die beim ungestorten Atom Null ist. Die relativistische

Krafténderung schreiben wir im Pauli-storungstheoretischen Bild in der Form

7'('0[2

dp

el ra-mesgt

8k3

[nQA a2/d1-ﬁ’el p? (4.17)

Wiéhrend in dieser Naherung der genaue Wert der Elektronendichte am Kernort die Ener-
giebeitrdge zum Darwin-Term liefert, ergibt die Ableitung der Elektronendichte am Kern

dessen Kraftbeitrag. '

4Der Operator hp = O‘gVQV(F) ist in dieser Form wegen der J-artigen Singularitéiten an den Kernen

denkbar ungeeignet fiir eine Berechnung seines Erwartungswertes. Mit Hilfe von
VA(VU) = V2V +2(VV)(V) + V2T
und
V(V + (V) = V(V20) + (VV) (VD)
148t sich aber zeigen, dafl
(W|V2V W) = 2(V2U|V|0) 4 2(VE|V|VT)

fiir quadratintegrable Funktionen gilt. Auf diese Weise werden die riumlichen Beitriige von (hp) in dra-
matischer Weise in duflere rdumliche Bereiche verschoben (ndmlich direkt vom Kern-Punkt in die innerste
Rumpfschale). Ahnliches gilt fiir eine Transformation von (hasy) o (U|V4T) = (V2U|V2T).
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Wenn wir uns die Elektronendichte wieder in eine vollstédndige Basis aus Slaterfunk-
tionen um Kern A herum entwickelt denken, so liefern analog zur nichtrelativistischen
HeFe-Kraft nur die p-Anteile in k-Richtung einen Beitrag zu (4.17). Aus einem geniigend
exakten Fit der p-Polarisierung der Elektronendichte, Gl. (1.62), erhalten wir z.B. aus

einem Fit der kernnahen Elektronendichte an eine Basis von 2p,-Funktionen, d.h.

pl:M.(Z_ZA>.€7al‘F7R‘A"
p(7) = Z ¢py + (s-, d- und hohere Multipolanteile) |
!

fir den z-Anteil von (4.16) an einem der Kerne

o2 Bp]
Qa2

9 6,2 - QA— ZMCl

—

=Ry

Fiir eine die Kerne zueinander ziehende p-Dichte am Kernort, die positive Beitrage in
Richtung des Bindungspartners hat, ist die obige relativistische Teilkorrektur zur Kraft
demnach abstoffend. I.A. sind die aus den erwahnten Fits berechenbaren Grofien an einem
bestimmten lokalen Punkt nicht sehr verlafilich, d.h. auch wenn die p-Dichte im Rumpf-
bereich, wie in Kapitel 5 demonstriert, in guter Naherung den kernnahen Anteil der HeFe-
Kraft wiedergibt, ist es nahezu unmoglich, verldfiliche Informationen iiber die p-Dichte
direkt am Kernort zu gewinnen, da der Fit nur im Mittel die gewiinschte Funktion appro-
ximiert. Wir haben an leichtatomigen Beispielen (No und HCI) auf diese Weise bestenfalls
Fehlerschranken von 50% des errechneten Wertes fiir gé: s erzielen konnen, was fiir
unsere Zwecke bei weitem zu ungenau ist. Diese groflen Fehler traten auf, obwohl wir aus
diesen Fits in sehr guter Ndherung den kernnahen Anteil des HeFe-Integrals berechnen
konnten. Vgl. hierzu Abschnitt 5.4.2. Das HeFe-Integral ist aber eine Grofle, die von der
Qualitat des Fits als Ganzem abhéngt, die mit der least-squares-Methode maximiert wird.
Uber die Eigenschaft des Fits an einem einzelnen Punkt hat man aber i.d.R. ohne explizite
Nebenbedingungen keine Kontrolle.

Fiir die entsprechenden Storenergie-Beitrage in DPT-Formulierung (Abschnitt
2.7.3) erhalten wir in analoger Weise die zum Bild (4.14b) gehorende Beziehung fiir
Eindeterminanten-HF- oder -DF T-Wellenfunktionen

occ

ArelFDPT a a EPPT _ _ Z V(O p|(’0£0)> + oz2/d1 . (Fel + Fnuc)pg)
(4.18)
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mit pi = S0\ o + V") = relativistische Dichtefinderung durch die oberen
Komponenten der Wellenfunktion. Zu Details siehe [149]. Fiir spin-gemittelte Rechnun-
gen ist (p)° durch p* zu ersetzen. Der erste Term auf der rechten Seite von (4.18) ist
—(0]8,0r HPPT|W) und verursacht ebenfalls eine leichte relativistische AbstoBung [149).

Da nach Abschnitt 4.3 gerade

0RO = _(F 4 ey
sowie fiir obere und untere Komponenten der Orbitale

O = 720 (a1 (250)

2
10 + @ 1e”) + (0" 1a”) = 0 (Normierung, GI. (2.53b))

occ

Zso D 4@ @ 4 07O (@1 (2.60))

gilt, d.h. der erste Term auf der rechten Seite von 4.18 gerade die HeFe-Kraft der Elek-
tronendichte der unteren Komponenten nullter Ordnung beschreibt, wahrend der zweite
Term die HeFe-Kraft der Dichtedinderung erster Ordnung der oberen Komponenten dar-
stellt, erhalten wir in DPT-Ndherung einen formal genauso einfachen Ausdruck wie mit

dem urspriinglichen Dirac-Operator:
ArelFDPT _ 062/d1 . Felp(2) (419)

Die Kern-Kern-Abstofung ergibt wegen (p®) = 0 wie erwartet keinen Beitrag. Die formale
Vereinfachung des Ausdrucks (4.18) zu (4.19) zwecks einfacherer Interpretation wurde in
[149] nicht explizit angefiihrt.

Der Unterschied zwischen den beiden relativistischen Bildern PPT oder DP'T macht sich
im Prinzip nur in der Verwendung der etwas verschiedenen relativistischen Storfunktionen
bemerkbar, wenn man den Operator £(1/(©) — E(O))QﬁC als Analogon zu hyyy + hp identifi-
ziert. Durch ADF-Rechnungen an verschiedenen zweiatomigen Goldverbindungen konnten
wir uns iiberzeugen, da8 > 7 (¢ §0)|22;(V( ZO))p |%0)> und 7 (p §0)|lA1Mv + ﬁD|90§0)> fiir
die besetzten Valenzorbitale praktisch identische Ergebnisse liefern. Dies ist vermutlich so,
weil die Berechnung der Erwartungswerte von h My und h p in ADF nach Umformulierung
der Integranden wie in Fufinote auf Seite 182 erfolgt und damit numerisch genauso stabil
ist wie die Berechnung des DPT-Energieerwartungswertes.

Wir erkennen, dafl die Auswertung der relativistischen Kraftdnderung im DPT-Bild auf

ein einfaches Integral mit der relativistischen Dichtednderung fiihrt, das per se schon in
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einer Form vorliegt, die sich im Prinzip fiir eine Analyse nach rdumlichen Beitrigen eignet,
insofern die relativistische Dichtedinderung inclusive der Beitrige der unteren Orbitalkom-
ponenten, wie vom HeFe-Theorem gefordert, geniigend exakt bekannt ist. Der Kraftbei-
trag vom Darwin-Operator in PPT-N&herung eignet sich dagegen in seiner urspriinglichen
Form wegen der §-Singularitéit nicht fiir eine numerische Auswertung, ist aber auf Grund
seiner einfachen Gestalt leicht interpretierbar. Eine Differentiation des transformierten Er-
wartungswertes von hp nach einer Kernkoordinate sollte aber auf einen #hnlichen Term
fithren wie in Gl. (4.18) fiir die DPT-Né&herung.

4.7 Hellmann-Feynman-Kriéfte in Frozen-Core-Néhe-

rung

Man kann molekulare Allelektronenrechnungen durchfiihren. Chemische Effekte sind dann
eine Summe von rdumlichen Valenz- und Rumpf-Elektronendichtepolarisations-Beitragen.
Alternativ kann man ,,Valence-only”-Rechnungen mit Rumpfpseudopotentialen (,,Effecti-
ve Core Potentials”, ECP) oder mit ,,Frozen-Core”-Projektion durchfithren, wobei dann
der gesamte chemische Effekt auf die Valenzorbitale und im ersteren Fall auf den Valenz-
Raumbereich zuriickgefiihrt wird. Insofern die Pseudopotentialrechnung ein realistisches
Bild der Elektronendichte im Molekiil liefern will, mufl sie aber in der Lage sein, nach
der expliziten Orthogonalisierung der Pseudo-Orbitale auf den Rumpf-AOs wie die Frozen-
Core-Rechnung eine eventuelle Polarisierung der Dichte auch im Rumpfbereich zu beschrei-
ben. Die Valenz-Elektronendichte in Pseudopotentialndherung ist nicht einfach durch die

Pseudo-Valenzorbitale ¢;” in der Form ), gb;pg, sondern durch

pr=> |1 Zk: Sea) (87" — Zk:&‘éskz)Q

7

mit den Rumpf-Orbitalen & und Sp; = (£5|¢;") gegeben. Fiir ein tieferes Versténd-
nis wiinschenswert sind Bindungs-Analysen nach All-Elektronen- und Frozen-Core- oder
ECP-Schemata. Allerdings bedeutet die ,,Frozen-Core”-Néherung, die im ADF-Programm
moglich ist, eine Komplikation der Kraftausdriicke.

Die Berechnung der ,,Valenz”-Energie
Eval _ <\Ijval ‘ Q ﬁval Q ’ \Ilval> + Eg;)fre (420>
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wurde bereits in Abschnitt 1.5.8 vorgestellt, wobei die Normierung (¥¥2!| Uval) = 1 mit
QUval = gval festgelegt wurde. Wir wihlen hier Q = 1 — RN (€5 &5 sind die atoma-
ren Frozen-Core-Orbitale. Vgl. hierzu Gl. (1.65). Der ,,Valenz”-Hamiltonoperator enthélt
nicht die Einelektronenterme der Rumpfelektronen, aber deren (auf die Valenzelektronen

abstoflend wirkendes) Potential Veceo;%

f{val _ T + VN@ + VCore+val

ee,eff

Die HeFe-Kraft dieses Systems lautet unter Verwendung von QHvalQ\vaal = Wy sowie
(Wyallf) = 0 fiir ein zweiatomiges Molekill mit dem Kraft-Eichparameter n in e nach
(4.5):

[fr-core _ _aREval _ /dl . Felpval + /dl . F:grepval (421&)
- / a1 (9aV5) (4.21b)
Core-
Orbitale N
+2 > (UOREE) - (GIH T (4.21¢)
k
mit
e QTQST
proe _ (4.22)
i Nval . RZB

Die Verwendung der effektiven Rumpf-Rumpf-Abstoflungskraft ist eine Ndherung, die aber
bei den von uns untersuchten Systemen keinen allzu groflen Fehler verursacht. Vgl. hierzu
auch Abb. 1.1 auf Seite 61. Eine weitere von uns verwendete Naherung ist die Vernachléssi-
gung von dpVE%e in aRKg?gg in Term (4.21b). Dies hat mehr technische Griinde, da im
ADF-Programm fiir die Frozen-Cores nur das Coulombpotential gespeichert ist. Wegen
der Nichtlinearitdt von Vx¢ bzgl. der Elektronendichte macht es fiir die Molekiilrechnung
keinen Sinn, V{3 separat zu speichern. Eine nachtrégliche Berechnung von 8317)2056 in ADF
ist nicht in einfacher Weise moglich.

Der erste Term (4.21a) enthélt die HeFe-Kraft der Valenzelektronendichte auf die
Kerne und die effektive Kern-Kern-AbstoBung, der zweite Term (4.21b) beschreibt die
Kraft der Rumpf- auf die Valenzelektronen, wéihrend der dritte Term (4.21c) die implizite
Abhéngigkeit der Valenz-Orbitale von der Position der Rumpforbitale durch die Valenz-
Core-Orthogonalisierung korrigiert. Wir erwarten, dal der Anteil (4.21c) zur Gesamtkraft

vergleichsweise klein ist, wenn die Frozen-Core-Nédherung eine sinnvolle Beschreibung der
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Elektronendichte im Molekiil liefert, da in diesem Fall davon ausgegangen werden kann,
daB die eingefrorenen Rumpforbitale den Rumpf-MOs einer Allelektronen-Molekiilrechnung
sehr dhnlich sind. Fiir echte molekulare Rumpf-Orbitale, die Eigenfunktionen des molekula-
ren Hamiltonoperators sind, ist der Term (4.21c) wegen Giiltigkeit von H¥ = U E und der
Orthogonalitdt der Eigenfunktionen von H auch im Rumpfbereich exakt Null. Wir werden
in Kapitel 5 am Beispiel des HCI-Molekiils demonstrieren, dafl — verglichen mit der gesam-
ten Kern-Elektron-Anziehung — (4.21c) zwar im Vergleich zu den anderen Kraft-Termen
recht klein ist, jedoch verglichen mit der ebenfalls kleinen Gesamtkraft (einschliefllich der
Kern-Kern-Abstofiung) keineswegs immer vernachléssigbar ist. Wir erhalten fiir (4.21c) bei
dem stark polaren HCIl mit einem Cl-2p-Core etwa —2 eV/ A Dbei einer Gesamtkraft von
—5 eV/A am Gleichgewichtsabstand.

Die GroBenordnung von (4.21c) konnen wir uns an Hand einer Uberschlagsrechnung
plausibel machen: Da die Ableitung der Gesamt-Energie auch gleich der Ableitung der
Bindungsenergie ist, konnen wir den Hamiltonoperator in (4.21c) durch ein hypothetisches
AV ersetzen, das gerade die Differenzdichteeffekte beschreibt. Der Term

<€l§ | AVval\Ijvad)

sollte damit in etwa den chemischen Verschiebungen im ESCA-Experiment entsprechen,

die von der Groflenordnung 1 eV sind. Den Term
(U ORgE)-
schétzen wir einmal aus der Uberlappung eines 2p-Valenz-AOs
Pap X Q°?r cos 9 exp(—Q/2r)

mit einem verschobenen Rumpf-1s-AO (= ,,1p”),

P1p X Q%2 cos ¥ exp(—Qr)

ab, und erhalten

27?/ dr-rQ/ dy - sind g0, ~ Q
0

0

also u.U. groBenordnungsmifig ein bis mehrere A='. Die Nicht-Vernachlissigbarkeit von
(4.21c) bei einer Grofenordnung von eV /A ist also durchaus einzusehen. Wir haben (4.21c¢)

aus zwei Griinden trotzdem nicht explizit programmiert und berechnet. Zum einen hat sich
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herausgestellt, dafl bei den uns interessierenden Schweratomsystemen, die wegen der ausge-
préagten relativistischen Rumpfschaleneffekte auf jeden Fall mit der Frozen-Core-Néherung
behandelt werden sollten, die Basissdtze in ADF nicht mehr geniigend stark polarisiert wer-
den kénnen, um die Kraft-Fehler, die durch Nichterfiillung des HeFe-Theorems auftreten,
kleiner als (4.21c) zu machen. Zum anderen kann (4.21c) nicht durch Anwendung eines
multiplikativen Operators auf ein Orbital oder die Elektronendichte dargestellt werden,
weshalb die Analyse dieses Terms nach Beitragen aus unterschiedlichen Raumbereichen
aufer in der Form einer Gewichtung des Gesamt-Integralwertes mit p/N wie bei der Kern-
Kern-Abstoflung gar nicht moglich ist. Bei leichtatomigen Systemen konnen wir diesen
Gesamt-Integralwert aber auch direkt aus einer genauen Allelektronenrechnung und Ver-
gleich mit der Frozen-Core-Rechnung ermitteln.

Fiir relativistische Korrekturen zur HeFe-Kraft im Frozen-Core-Bild erhalten wir un-
ter der Beriicksichtigung, daf die relativistische Anderung des Frozen-Core-Potentials,
Arelyeore direkt in die gemischte zweite Ableitung des Hamiltonoperators eingeht, in Refe-
renz zum Kraft-Bild (4.14b) unter Vernachlissigung der Spin-Bahn-Kopplung im PPT-Bild
(mit der Ndaherung V' = Vj, fiir den Darwin-Operator)

Arel pPPT fr.-core _ WTOF [nQAg + (1 . H)QBg ] (4.23&)
Alf=f, B | p=fip
- [ @naphviz) O (4.23)
+a? / d1 - By (4.23¢)
@ / a1 (DRVs) i (4.234)
+ A™(Term 4.21c) (4.23¢)
und in direkter Storungstheorie
Arel pDPT fr.-core _ 2 / dl - fel vaaé(%) (4'243)
- [ @raheve) (4.24D)
—a? [ (onvez) o (4.240)
+ A™(Term 4.21c) (4.24d)

Eine relativistische Anderung der effektiven Rumpf-Rumpf-AbstoBung tritt bei Verwen-
dung von (4.22) nicht auf. Im Allelektronenbild wird V' nicht separat als Operator
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verwendet, so daf§ in Allelektronenrechnungen die Beitrége der Terme (4.23b) und (4.23d)
bzw. (4.24b) und (4.24c) in die verbleibenden Terme iibergehen, wéhrend (4.23e) bzw.
(4.24d) verschwinden, und wir erhalten gerade wieder (4.17) bzw. (4.19).

Im Frozen-Core-Bild, in dem die Valenzorbitale ziemlich korrekte (und auch polari-
sierte) kernnahe Dichteanteile aufweisen, kann man ein dem Allelektronenbild &hnliches
Verhalten erwarten. Fiir die Pseudoorbitale in ECP-Rechnungen, die keinerlei innere Kno-
ten haben, sollte sich ein anderes Bild ergeben. Von Collignon wurde in [151] — wie bereits
erwahnt — festgestellt, dafl bei ECP-Rechnungen offenbar der gréfite Anteil zur relativisti-
schen Kraftkorrektur von den Beitréigen (4.23a) und (4.23b) bzw.(4.24b) stammt, wiahrend
in Allelektronenrechnungen die Terme (4.23c) bzw. (4.24a) den Haupt- bzw. alleinigen An-
teil liefern sollten. Bei Frozen-Core-Rechnungen sollte man wegen der groBeren Ahnlichkeit
der Orbitale zum Allelektronenbild daher erwarten kénnen, dal die Summen der Beitrage
von (4.23c) und (4.23d) bzw. (4.24a) den {iiberwiegenden Anteil der relativistischen Kraft-
korrektur ausmachen.

Die Giiltigkeit des HeFe-Theorems sei bei all den vorangegangenen stets vorausgesetzt.
Wir verweisen daher noch auf eine Arbeit von Harris et al. [153], die sich mit der Be-
rechnung von nichtrelativistischen Energiegradienten im Rahmen des HFS-Formalismus in
Frozen-Core-Niherung beschiftigt. Dort wird das Frozen-Core-Potential zwar bei der Ab-
leitung der Gradienten-Formel verwendet, doch wird mit dem Hellmann-Feynman-Theorem
mit vergleichsweise kleinen Basissétzen gearbeitet. Die erhaltenen Ergebnisse sind fiir Ho
(ndmlich ohne Frozen-Core und mit einer grofien Basis) nicht allzu schlecht, aber schon
bei Liy und Bey treten erhebliche Diskrepanzen zwischen der Ableitung der Potentialkurve
und den berechneten Gradienten auf! Aulerdem wurde der Abhéngigkeit der Orbitale von

der Position der Riimpfe nicht Rechnung getragen.
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4.8 Direkte Berechnung der Energieableitungen nach
den Kernkoordinaten aus dem quantenmechani-

schen Energieausdruck

4.8.1 Hartree-Fock-Energiegradienten

In der Literatur wurden schon friih geeignete Verfahren angegeben 5 [154], genaue Gradi-
enten der Energie eines Molekiils anzugeben, auch wenn das Hellmann-Feynman-Theorem
nicht erfiillt ist. Es sei z.B. die Energiekurve (E(R)) eines zweiatomigen Molekiils ge-
geben, die nach einem SCF-Verfahren mit einer mittelschlechten Basis (z.B. double-¢
ohne Polarisationsfunktionen) oft schon qualitativ richtig wiedergegeben werden kann.
Durch numerische Differentiation der Potentialkurve wiirde man die Ableitung des Energie-
Erwartungswertes (E(R)) in dieser Basis nach dem Bindungsabstand R bekommen. Wie
wir spater noch an Beispielen zeigen werden, ist der Hellmann-Feynman-Term der Kraft,
Gl (4.2), selbst bei guten Standardbasen erheblich abweichend von dem tatséchlichen Wert
fir Or(FE).

Fiir Hartree-Fock- und darauf aufbauende CI-, MCSCF- oder MP2-Wellenfunktionen
ist es moglich, diese Diskrepanz, den sog. Gradienten-Fehler 2(dx, ¥ | H | ¥), mit Hilfe
von 2- und 4-Index-Basisintegralen, die die Ableitungen der Basisfunktionen enthalten, in
systematischer Weise zu berechnen. So ist im HF-Roothaan-Formalismus der Gradienten-

Fehlerterm von der Gestalt:

2001, V[ H| W) =Y 0 By -4 Ci Y (Fry — £i80)Cii (4.25)

wobei F, = (| F'|s) ein Matrixelement des Fock-Operators und / die Ableitung der
Basisfunktion Nr. r nach der Kernkoordinate K 4 ist. ﬁr ist das Zentrum dieser Basisfunk-
tion und wird auf einem der Kerne festgehalten. Die Berechnung dieser Integrale ist sehr
rechenintensiv (o B*, B=Basissatzgréfie), so dafl bei Rechnungen an gréfieren Molekiilen
die Berechnung des Gradienten-Fehlers den Aufwand fiir den SCF-Cyclus bei weitem iiber-
steigen kann. Insbesondere ist aber eine einfache Visualisierung und Interpretation des so
berechneten Energiegradienten mit Hilfe der Elektronendichte nicht méglich Der HeFe-

Term allein ist bei {iblichen Basisséitzen einfach zu ungenau (zu klein, sieche Abschnitt

15In Pulays Arbeit wird im ersten Absatz die Verwendung des HeFe-Theorems fiir intramolekulare

Energiegradienten als ,.fiir die Praxis vollkommen unbrauchbar” bezeichnet.
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5.3.4) fiir eine korrekte Analyse.
Von Nakatsuji wurde in [134] die schon friither erwidhnte Moglichkeit vorgeschlagen, die

explizite Berechnung des Fehlerterms auf folgende Weise zu umgehen:
Wir vergroflern den Basissatz durch Addition aller 7. Im vergroflerten Basissatz tauchen
dann fiur den Fehlerterm nur noch Terme mit (') = r” auf, da im Rahmen des SCF-

Formalismus ja gerade

Z(Frs - gisrs) Csi =0

S

gefordert wird. Addiert man also zu einer gegebenen Basis {r} alle {r',r" r"...}, so wird
zum Schlufl das Hellmann-Feynman-Theorem erfiillt, da der Gradienten-Fehlerterm Null
wird. Dies entspricht formal der Berechnung der Floating-Wellenfunktion (sieche Abschnitt
4.2.3).

4.8.2 Berechnung von Hartree-Fock-Slater-Energiegradienten in
ADF

Wie schon erwihnt, werden im ADF-Programm [49] Slater-Basisfunktionen verwen-
det, weswegen eine zu (4.25) analoge Auswertung des HeFe-Fehlerterms in ADF an
der Verfiigbarkeit bzw. Komplexitidt von Algorithmen zur Auswertung von Mehrzen-
trenintegralen mit Slaterfunktionen und der nicht-analytischen Integrierbarkeit moder-
ner Dichtefunktional-Potentiale scheitert. Die fiir die Losung des HFS-Problems (1.55)
notigen Potentiale werden mit Hilfe numerischer Integration bestimmt, wofiir eigens ein
spezielles Verfahren zur automatischen Generierung eines geeigneten Punktegitters fiir
die 3-dimensionale numerische Integration entwickelt wurde [155]. Um mit dem ADF-
Programmsystem auch Geometrie-Optimierungen durchfiihren zu kénnen, hat Versluis
[156, 157] die Berechnung der Gradienten mit numerischer Integration in das ADF-
Programm implementiert. Die Arbeit von Versluis zielte darauf ab, jenes Integrations-
Punktegitter zu verwenden, das auch bei der SCF-Rechnung Verwendung findet, wobei es
sich gezeigt hat, dafl es dazu unbedingt vonnéten ist, sdmtliche Terme, die theoretisch keine
Beitrdge zum Energiegradienten liefern, von vornherein zu eliminieren, da das Verfahren
sonst numerisch zu ungenau ist. Weiterhin wird mehrfach von der Tatsache Gebrauch ge-
macht, daf§ die Summe aller Ableitungen eines molekularen Integrals I, z.B. der Energie,

welches nur von den Relativkoordinaten der Kerne abhéingt, nach den Koordinaten K aller

191



4.8. Direkte Berechnung der Energieableitungen nach den Kernkoordinaten aus dem
quantenmechanischen Energieausdruck

Kerne Null ergeben muf3, da dies einer Translation des Molekiils in K-Richtung entspricht:

dI
42
Z g, 0 (4.26)

Diese Eigenschaft wird u.A. dazu verwendet, die 1/r%.-Abhingigkeit des HeFe-Kraft-Terms
in der Energieableitung in eine 1/r-Abhéngigkeit umzuwandeln. Das numerische Integra-
tionsgitter von ADF ist notwendigerweise so konstruiert, daf es fiir letztere Abhéngigkeit
verldflliche Resultate liefert, nicht aber fiir erstere. Weiterhin kann man (4.26) verwenden,
um kleine numerische Ungenauigkeiten bei der Gradientenberechnung auf alle Gradienten

gleichméBig zu verteilen. Es wird

dEprs dEHFs Z dEyFs
dK 4 K4

verwendet, wobei M die Zahl der Kerne im Molekiil sei. Wie wir uns vergewissert haben,
ist erst durch diese Malinahme sichergestellt, dafl Gradienten, die aus Symmetriegriinden
den gleichen Betrag haben miissen, im Rahmen der geforderten Genauigkeit auch wirklich

gleich sind.

Ist ein Verfahren zur Berechnung von Energiegradienten mittels numerischer Integration
iiber ein hochstens dreidimensionales Punktegitter verfiigbar, so konnen die Kréfte und
Kraft-Anderungen im Molekiil zumindest graphisch-anschaulich dargestellt und evtl. nach
rdumlichen Beitragen analysiert werden. Die fiir eine hinreichend genaue Kraftrechnung
erforderliche Formel ist jedoch erheblich komplizierter als die HeFe-Kraftformel und erlaubt
keine einfache Interpretation mehr. Insbesondere wird aber das Bild, das man sich von
den Verhaltnissen im Molekiil macht, verdndert. So werden wir in Kapitel 5 sehen, dafl
ein wesentlicher Beitrag zum HeFe-Kern-Elektron- Anziehungsintegral von der Polarisation
der Dichte in Kernnidhe stammt. Standard-Basisséitze sind iiblicherweise nicht ausgelegt,
diese Rumpf-Polarisierung angemessen genau zu beschreiben, so daf a) eine direkte HeFe-
Kraftrechnung in einer solchen Basis einen viel zu kleinen HeFe-Anziehungsterm liefert,
b) eine ,,exakte” Energie-Gradientenberechnung aber eine ,falsche”, d.h. eine andere als
mit der exakten Wellenfunktion erhéltliche Herkunft der Kréafte suggeriert, da die Basis
die notige Rumpf-Polarisierung — so sie im realen Molekiil tatséchlich auftritt — nicht
vermitteln kann. In Féllen, wo uns keine verldfilichen HeFe-Kréfte zur Verfiigung stehen,

werden wir aber u.U. auf den ADF-Gradienten nicht verzichten konnen.
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4. Intramolekulare Energiegradienten

Atomare und molekulare Beitrige zur Energie

Die HFS-Energie (1.54) enthélt die Energie E4 der freien Atome A, die semiklassisch-
elektrostatische Energie E,,,, die durch das Zusammenbringen der weiterhin undeformier-
ten Atome in ihre Molekiilpositionen zum Promolekiil zustandekommt, sowie die Energie,
die schliellich beim Relaxieren der Elektronenhiille zum quantenmechanisch gebundenen
Molekiil umgesetzt wird. Letztere Beitréige lassen sich auf die molekulare Differenzdichte
AMelp = pMol 3™ e pAtome zuriickfithren und sollen mit dem Symbol A gekennzeichnet

werden. Wir schreiben die Gesamtenergie des Molekiils in der Form

Atome
Eyps = Y E*+ Epo + AT + AV + AV, + AEx (4.27)
A
mit
1
AT =~ / dl- [ViIAT(1[1)],_, (4.28a)

AV = AVye + AV,

:/dl- Ap(1) - Atozme _@a +/d2‘PA(2)

n 14 T12
Kern-El.-Beitrag  El.-El.-Beitrag

(4.28D)

L1 /d2~ Ap(2)

2 T12
El-El-Beitrage hoherer Ordnung

3
ABy = ——Cx/dl ~ [p}‘“(l) )
Atome

+40x Z / a1 + o (] (4.28¢)
prozAmZmeAmZme{/m pA(1) [_@+2/d2‘p3(2):|

T T
A B#A 1B 12

1Qu@p| 1 AB
_|_§ R } — 5 ggfj (4.28d)

In dieser Weise geschrieben, erspart man sich die Ableitung des ersten Terms in (4.27), da

die atomaren Energien selbstredend keine Funktionen der Molekiilgeometrie sind.
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Zur Berechnung der Ableitung von (4.27) nach den Kernkoordinaten ist es weiterhin
hilfreich, die (Valenz-) Orbitale ¢ in der Form

B
¢i = Z XTCM'
A‘:ome

Sy Y e (1.29)
A reA

Atome

= o
A

zu schreiben, also eine willkiirliche Aufteilung in ,,atomare Beitriige” vorzunehmen. Die ¢!
sind die durch die Molekiilbildung deformierten Atomorbitale. Durch diese Umformulierung
eliminiert man etliche Terme im Energiegradienten, da O A¢f¢‘4 = 0 16, Diese ,,Atom-”
Orbitale wollen wir sorgfiltig unterscheiden von den Orbitalen €4 der freien Atome. Ihre

Besetzungszahlen seien n. Die atomare, promolekulare und molekulare Dichte ist hiermit
= Z ng 260, Dichte des Atoms A
k
p=> ¢rdr ; Molekulare Dichte (4.30)
k

Ap=p— Z p? . Molekulare Differenzdichte
A

Die Frozen-Core Niherung

Zur Berechnung der Energiegradienten innerhalb der Frozen-Core-Néherung beriicksich-
tigt Versluis die zusétzliche Abhéngigkeit der Orbitale von den Orthogonalisierungs-
Koeffizienten b der Core-Orbitale, die wiederum von der Molekiilgeometrie abhéngen. Die
Valenz-Orbitale ¢” werden in ADF in einer Valenz-Basis {x"} dargestellt, die auf den Core-
Orbitalen &¢ (dargestellt in einer grofien Core-Basis {x°}) orthogonalisiert wird. Hierzu
wird zu der Valenz-Basis {x"} eine Rumpf-Minimalbasis {x°} addiert, die die inneren Os-
zillationen der Valenzorbitale approximieren soll, und jede Valenz-Basisfunktion auf den
Rumpforbitalen orthogonalisiert. Auf diese Weise muf} jedes ¢V auf jedem Core-Orbital &¢

automatisch orthogonal sein (im Rahmen der angefiihrten Approximation; es hat sich in

16Es besteht allerdings eine implizite Abhingigkeit der so definierten ,,Atom”-Orbitale von der Mo-
lekiilgeometrie iiber die MO-Koeffizienten. Dieser Anteil wird an anderer Stelle in der Gradientenformel

beriicksichtigt.
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4. Intramolekulare Energiegradienten

der Praxis herausgestellt, dal dies zur Vermeidung eines Variationskollapses ausreichend
ist).

X2 =Xr+ ) bXG mit (XG[x2) =0

p=1

dEnrps
dK 4

N
= aKAEHFS|¢>7L:const, + Z a@)EHFS ) aKAgbﬂbru:const. + Z abruqb;} ’ aKAbTN
i

M

Die Beriicksichtigung des letzten Terms in der vorigen Gleichung fiihrt auf weitere kompli-

zierte Zusatzterme im ADF-Energiegradienten, die eine einfache Interpretation erschweren.

Der vollstandige Gradientenausdruck im Rahmen der Frozen-Core-Niherung

Wir wollen die Differentiation aller Einzelbeitrége in (4.27) unter Beriicksichtigung der
Frozen-Core-Korrekturterme hier nicht im Detail ausfiihren, sondern verweisen hierzu auf
die Arbeit von Versluis [156, 157].Nach Beriicksichtigung aller N&herungen und héaufiger
Anwendung von (4.26) und (4.29) erhdlt man fiir die Ableitung der molekularen HFS-
Energie, geschrieben in der Form (4.27) und mit den zusétzlichen Frozen-Core-Termen den
Ausdruck

Valenz
dE 1 MO’s / AAtome 5
— =—3 Z dl - O, &5 Z (V2 +2¢) 67
dK 4 2 - =
Valenz

Atome MO’s

1 v,B 2 v,A
+§ EB EZ /dlﬁKBd)i (V* 4+ 2¢;) ¢;
Valenz

+2 hi /d1~ <8KA¢§”A(1)) {Atf {—@ +/d2 : pB(Q)} (fortgesetzt ...)

r r
B 1B 12
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Ap(2
+/d2~ 7{1(2)} ¢v(1)
Valenz

i Mzoj Atzm:ne/m O, 675 (1 )) {—% +/d2~$1£2)} ¢¥(1)

Valenz

AO’s A Atome B
_ Z A Z _QB P (2)}
’ " /dl aKAf { B { 1B " /d2 712

Ap(2
12
Valenz

AQ’s B Atome N
23 an/dl Ors (1)) {_%+/d2‘p7~f)} 25

Valenz

20 Y [ar z (0,84 () [o (1) 61(1) = o0 (1) P00 )]

Spin o

—ax§j/ﬁlamp 1) [pr ()" — A1)

Spin o

Valenz Valenz Core

MO’s Basis Orbitale Orbltale Atome
=3 Z Z Z CyiF Z syu/ [(%xr & - (Z %m) gcA]

Spin o

Valenz Valenz Core
O’s Basis Orbitale Orbltale

Atome
+2 Z Z Z Orjgjsw Z Sz/y/d]" [(aKAXT)gzc)_ Z (O Xr) fCA]
B
—/dl- [%Zzi‘KAB'deRQ_g

B#A i=1

(4.31)

Die folgenden Groflen sind hierbei zusétzlich eingefiihrt worden:

Sﬁz/ﬂ&ﬁﬁ
Ry = /dl “Xr€p

.

wi = Matrixelement des Fock-Operators
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4. Intramolekulare Energiegradienten

P =2 oo

Core+Val

pt=> &
d2P = Koeffizient durch Anfitten von E4?

an Polynom 6. Grades in den Kern-Absténden

Die oberen Indices v und ¢ kennzeichnen jeweils die Valenz- und Core-Orbitale, Basisfunk-
tionen und Potentiale. Solchermaflen nicht gekennzeichnete Grofien beziehen sich stets auf
die entsprechenden Valenz-Funktionen.

Wegen der Transformationen zur Vermeidung von 1/r%-abhingigen Integralen kann
man erwarten, daf§ die Integralbeitrédge zum ADF-Gradienten nicht so sehr aus kernnahen

Bereichen kommen, wie dies bei der HeFe-Kraft der Fall ist.

Energiegradienten bei verbesserten Austausch-Korrelations-Funktionalen

Von Fan und Ziegler sind in der Literatur Ergebnisse von Gradientenrechnungen unter Ein-
beziehung von gradienten-korrigierten Austausch-Korrelations-Dichtefunktionalen angege-
ben worden. Hierbei miissen lediglich die X a-Potentiale in (4.31) durch die entsprechenden

modifizieren Vxco-Potentiale der Kohn-Sham-Gleichung ersetzt werden, da

OExc  OExc Op
8KA - ap 8KA - aKA

4.8.3 Relativistische Beitridge zum ADF-Energiegradienten

Die Energieformel (4.27) enthélt noch keine relativistischen Korrekturen. In dem HFS-
Programm von Baerends et al. [51] wurde die Moglichkeit sogenannter quasi-relativistischer
Rechnungen eingebaut [114]. Man geht hierbei so vor, daf§ der Energieerwartungswert des
sog. Pauli-Operators, d.i. der Foldy-Wouthuysen-Hamiltonoperator in der Ordnung (Z2%a?),
vgl. (2.41),

N 2 2 2
A A~ « (6] R « = PN
HOR = O 437 | =V + = (VIV() + 5 (Vev() x5 (4.32)
hary hp hso
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bzgl. der Orbitale minimiert wird '7. Es sei h® = izMV + ﬁD + ﬁgo, H®O ist der nicht-
relativistische Born-Oppenheimer-Molekiil-Hamiltonoperator. Analog zur Herleitung der
HF- oder HFS-Gleichungen (1.55) erhilt man jetzt selbige mit zusétzlich h® im dorti-
gen Finteilchen-Operator h. Wir haben daher einen néherungsweisen relativistischen Fock-
Operator FOR — [ 'Hrs + h® . Der Hartree-Fock-Slater-Energieerwartungswert ist damit in
erster Ordnung

EQR = EO 4 / dl - [ﬁ@) 7(111’)] . (4.33)

=EY + Eyy + Ep + Eso

mit der nichtrelativistischen HFS-Energie E© (1.54).

Folgende Punkte sind in diesem Zusammenhang erwédhnenswert:

e Alle relativistischen Korrekturen in diesem Zusammenhang betreffen die Ein-
Teilchen-Operatoren. Es sind Korrekturen, die die Dynamik eines Einteilchensystems
beeinflussen, wobei man im Rahmen der HF(S)-Theorie annimmt, dafl die Elektro-
nenwechselwirkung iiber ein zeitunabhéngiges externes Potential stattfindet. Es ist
daher das System miteinander wechselwirkender Elektronen durch ein hypotheti-
sches System nicht miteinander wechselwirkender Quasi-Elektronen ersetzt worden,
das (hoffentlich) Eigenschaften hat, die dem wirklichen System nicht ganz unidhnlich

sind.

e Der quasi-relativistische Hamiltonoperator H@R enthilt relativistische Korrekturen
erster Ordnung in (Za)?. Berechnet man hiervon den Erwartungswert in stérungs-
theoretisch erster Ordnung, d.h. (U© | HQR | W) so berechnet man die relativi-
stische Energie in erster Ordnung. Im quasi-relativistischen Schema geht man je-
doch einen Schritt weiter und variiert die Orbitale, um (4.33) zu minimieren. Das
darf man aber eigentlich nur mit variationell stabilen Hamiltonoperatoren machen
wie etwa Douglas-Kroll-Hefl, ZORA, etc.. Damit dieses Verfahren nicht in einem
Variations-Kollaps endet, muf} ein grofler Frozen-Core und eine Valenzbasis ohne Ba-
sisfunktionen mit rumpfartigen Exponenten verwendet werden. Dies fiithrt dazu, dafl
die Elektronendichte und die Energie anschliefend in undefinierter Weise Korrektu-

ren storungstheoretisch héherer Ordnung bzgl. h enthalten, im Wesentlichen aber

7Es heiBt an dieser Stelle 2(2), wobei die (2) sich auf die Potenz von Qa bezieht, obwohl der stérungs-
theoretische Parameter Q%a? lautet und nicht Qa. Eine stérungstheoretische Niherung 1. Ordung enthiilt
also Terme bis O(Q?a?), bei 2. Ordnung sind Terme bis O(Q*a*) enthalten.
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4. Intramolekulare Energiegradienten

durch die Basissatz-Beschrankung auf einen minimalen Satz von x¢ doch nur von
erster Ordnung sind. Auch die Wellenfunktion, die man bei einer solchen Variation
erhilt, ist im Wesentlichen ¥° + W) mit undefinierten Beitréigen héherer Ordnung
eben wegen der genannten Basisbeschrankung. Bei Verwendung einer Basis, die auch
im Atomrumpfbereich flexibel ist, was bei der interessierenden Fragestellung durch-
aus wiinschenswert ist, bietet sich als Ausweg folgendes Verfahren an, um eine gute
Néherung fiir U° + W zu erhalten. Man fiihrt eine nichtrelativistische Rechnung

durch mit den nichtrelativistischen Atomrumpfpotentialen V. . So erhilt man die

core*
@

nichtrelativistischen Orbitale ¢§°) und Orbitalenergien ; ). Damit berechnet man die

relativistischen Groflen in erster Ordnung geméaf

0)71 core, (2 core, (0 0 0
@ © <¢§)’h(2)+‘éﬁ ()_V;eﬁ ()—65)‘¢§)>
¢ = Z ¢ © _ _(0) ’
j#i ST

wie dies analog fiir die DPT-Methode ausfiihrlich in Abschnitt 2.7.3 beschrieben
wurde. Die storungstheoretische Berechnung relativistisch spin-gemittelt erster Ord-
nung korrigierter Elektronendichten mit Hilfe der DPT wurde von uns in das ADF-
Programm implementiert. Die storungstheoretische Berechnung relativistischer Elek-
tronendichten mit dem Pauli-Operator unter Einbeziehung von Spin-Bahn-Effekten
wurde von Snijders [114] in einer frithen ADF-Version (zu dieser Zeit AMOL genannt)

realisiert.

Korrekturen storungstheoretisch hoherer als erster Ordnung in h® sind diver-
gent. Z.B. enthilt h® o-funktionsartige Singularititen an den Kernorten sowie
einen V*4Term, die hierfiir verantwortlich sind. Der exakte Foldy-Wouthuysen-
Hamiltonoperator ist nicht singuldr (von den ,,normalen” Singularitéten, das Cou-
lombpotential betreffend, abgesehen) [72,93], weshalb also Korrekturen hoher Ord-
nung im Hamiltonoperator gerade die divergierenden Korrekturen in stérungstheo-
retisch hoherer Ordnung in h® aufheben miissen [74]. Der Pauli-Operator, der hier
fiir ein Variationsverfahren verwendet wird, ist variationell gar nicht stabil! Die in
dem Programm von Snijders ausgegebenen Energiekorrekturen ,zweiter” Ordnung
sind nur wegen der extremen Einschréinkung der Basis im Rumpfbereich nicht kor-

rekterweise unendlich.

Empirische Resultate zeigen, dafl die divergierenden Erwartungswerte von h®
durch Verwendung grofler Frozen-Cores und eines minimalen Satzes von Rumpf-

Orthogonalisierungsfunktionen im Valenzbasissatz in vielen Fiéllen unter Kontrolle
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gehalten werden konnen. Man erhilt dadurch eine relativistisch korrigierte Valenz-
Dichte p@% = p© + p@ 4+ O(Z*a*), basierend auf der Zustandsfunktion W@F =
O 4+ @ 4+ O(Z%*), mit deren Hilfe man z.B. doppelte Stérungstheorie betreiben
kann. Es ist jedoch unsinnig, hierbei iiber die erste storungstheoretische Ordnung
hinauszugehen, da das ganze Rechenverfahren nur (quasi-) erster Ordnung bzgl. der
Relativistik ist. Vielfach liefert das variationelle Verfahren jedoch erstaunlich gute Re-
sultate beziiglich Molekiilgeometrien und Bindungsenergien, d.h. man erhélt offenbar
in vielen Fiéllen durch die genannten Basis-Einschrankungen im Rumpfbereich im Va-
lenzbereich Orbitale, die die exakten relativistischen Valenzorbitale im Valenzbereich
unerwartet gut approximieren. Problematisch ist die Anwendung dieses Verfahrens

aber wegen der genannten Griinde dennoch.

Schreckenbach et al. haben die auf dieser Methode beruhenden relativistischen Ener-
giegradienten unter Vernachlissigung der Spin-Bahn-Energie’® Ego in ADF program-
miert [158]. Aufbauend auf der Arbeit von Versluis [156] wurden die Ableitungen des

quasi-relativistischen Energieterms in (4.33), d.h.

Ok, / ar- [ 51|
=1

in der Basissatzentwicklung (1.58) unter Beriicksichtigung der Anwesenheit eines Frozen-

Cores sowie der Nicht-Giiltigkeit des Hellmann-Feynman-Theorems programmiert. Durch

Transformation der Integrale in (4.33) erhalten wir fiir die relativistischen Energiebeitréage:

&2 Val. Orbs
_ 2 2
By =% Z /dl-v 6 V2,
042 Val. Orbs
Epar = Z /d1~{v2¢iv¢i+kz Oni V akcbi}
7 =T,Y,z

18Relativistische Rechnungen unter Verwendung des Spin-Bahn-Operators hso sind in ADF zwar
moglich, doch wird dieser Teil des Codes nicht offiziell unterstiitzt, so dafl zwar ein SCF-Cyclus ausgefiihrt
werden kann, jedoch das Programm anschlieflend keine Orbital-Analysen durchfiihrt oder irgendwelche
Molekiil-Eigenschaften berechnet. Bei der Entwicklung des Gradientenprogrammes wurde daher ebenfalls
auf die Einbeziehung dieses Terms verzichtet. Das Argument in [158] war, dafl Eso in erster Ordnung in
(Z?%/c?) fiir closed-shell-Molekiile verschwindet, so daf die quasi-relativistischen Gradienten eben auch nur

fiir solche Molekiile verwendet werden sollen.
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Man erhélt unter Anwendung der Translations-Invarianz-Formel'® (4.26) fiir die Beitréige
zum Gradienten [158]:

9 Val. Orbs.

aKAEMV: _% Z

%

/ dl - {(aKAv2¢;‘) Vip; — Z (0, V207) V207 } (4.34a)
2 Val Orbs 7

O, Ep =

Z /dl { (0x,V?07) V s + V2 V(1) (k. 1)

-5 aKBv2¢B VAG = V20, VA (0k,07)
B

B

+2 ) (0k,08) V (0khi) (4.34D)

k=x,y,z

—2 3 S (O, 00P) VA (0100 }

k=x,y,z B

In der letzten Gleichung gilt

V= Vnuc + V::ore
= Z Vnﬁc + V::ére

:ZVA
A

Wie Ziegler et al. gezeigt haben, ist der Beitrag des Potentials der Valenzdichte zu Epagr
vernachlissigbar [152]. Durch die Vorarbeiten von Versluis [156] konnten diese Beitrége
zum Energiegradienten ohne weitere Modifikationen programmiert werden.

Wie in Abschnitt 4.8.2 schon erwihnt wurde, gibt es hier 2 Aspekte zu berticksichtigen:
1) die explizite Abhéngigkeit der Energie von den Kernkoordinaten — dies ergibt hier die
direkten Korrekturen, 2a) eine implizite Abhéngigkeit der Energie von den Kernkoordina-
ten iiber die Orbitale und — 2b) bei Frozen Core — von den Core-Orthogonalisierungs-
Koeffizienten, wobei der Term 2a) fiir den Fall einer exakten HFS-Zustandsfunktion ver-
schwindet. Diese impliziten Abhéngigkeiten mufiten schon bei der Berechnung der nichtre-

lativistischen Gradienten beriicksichtigt werden und enthalten daher bei Verwendung der

19Man muB dies daher auch bei der Aufteilung der Integrale in Beitrége aus verschiedenen Raumbereichen
bedenken, da u.U. so andere Raumbereiche betont werden als in der urspriinglichen Schreibweise der

Gradientenformel. Die partielle Integration verdndert ebenfalls die Gewichtung einzelner Raumbereiche!
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quasi-relativistischen Orbitale auch die durch die Relativistik verursachten Beitrage. Un-
sere Rechnungen an verschiedenen goldhaltigen Verbindungen haben gezeigt, daf3 die hier
erwahnten direkten Beitrdge der relativistischen Operatoren zum Energiegradienten ver-
gleichsweise klein sind. Dabei gilt es zu beriicksichtigen, dafl man den Gradienten innerhalb
einer relativistischen Variationsrechnung mit den relativistischen Orbitalen und nicht durch
Ableitung der Storenergie erster Ordnung berechnet. Der Hauptteil des relativistischen
Gradienten stammt so von den Ableitungen der Erwartungswerte der nichtrelativistischen
Operatoren mit der relativistischen Wellenfunktion nach den Kernkoordinaten sowie den
implizit iber die Wellenfunktion verursachten Gradientenanteilen der Erwartungswerte der
relativistischen Operatoren, die sich im ADF-Code nicht ohne weiteres abtrennen lassen.
Da bei einer relativistischen Geometrieoptimierung nach Nulldurchgingen der Gradienten

gesucht wird, sind natiirlich die (obschon kleinen) direkten Beitrége nicht vernachléssigbar.
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Kapitel 5

Nichtrelativistische
Hellmann-Feynman-Krafte und
Energiegradienten leichter

zweiatomiger Molekiile

5.1 Kapiteliibersicht

e Fiir nicht allzu schwere Atome lassen sich mit auch in Kernnahe stark polarisierten
atomzentrierten Basissédtzen recht genaue Hellmann-Feynman-Kréfte berechnen.
Standard-Basissdtze guter Qualitét sind fiir HeFe-Kraftrechnungen voéllig ungeeignet
(Abschnitt 5.3.4).

e Der durch die implizite Abhéngigkeit der Valenz-MOs von den Frozen-Core-
Positionen verursachte Kraft-Fehler bei Frozen-Core-Rechnungen ist im Vergleich
mit der Gesamtkraft nicht vernachléssigbar (Abschnitt 5.3.4).

e Die in ADF implementierten exakten Energiegradienten sind hinsichtlich ihrer loka-
len Beitrage absolut nicht vergleichbar mit HeFe-Kréaften. Die resultierenden Bilder
sind erheblich einfacher strukturiert als die der HeFe-Kréfte, erlauben aber wegen
undurchsichtiger Eliminierung eines Teils der zu Null aufintegrierenden Anteile in
OrE nur mit Einschréinkungen eine einfache Interpretation. Der Frozen-Core erzeugt

ein typisches Vorzeichenmuster im Bereich der Kerne. (Abschnitt 5.4.3).
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5.2. FEinleitung

e Die rdumlichen Beitrdge zur HeFe-Kraft spiegeln die Topologie der Elektro-
nen(differenz)dichte wieder. Entgegen fritheren Aussagen in der Literatur stammt
die HeFe-Kraft nicht ausschliellich aus der unmittelbaren Nachbarschaft der Ker-
ne. Andererseits hat die Bindungsladung einen merklich kleineren Anteil an der
chemischen Anziehungskraft, als Lehrbiicher teils behaupten (Abschnitt 5.5).

e Kraft-Anderungen finden zu etwa gleichen Teilen im Rumpf- und Valenzbereich statt
(Abschnitt 5.5).

e Entgegengesetzt gerichtete Polarisierungen der Elektronendichte im Bereich aufein-
anderfolgender Rumpfschalen erzeugen abwechselnd sehr grofie positive und negative

Kraft-Beitrédge, die sich zum grofiten Teil kompensieren (Abschnitt 5.4.2 und 5.5).

e Die Rumpf-Polarisierung ist sowohl im Allelektronen- als auch im Frozen-Core-Bild
von vergleichbarer Grofie und kann in letzterem Bild auf die kernnahen Anteile der
polarisierten Valenzorbitale zuriickgefithrt werden. Im Allelektronenbild ist eine ent-

sprechende Interpretation moglich (Abschnitt 5.4.2).

5.2 Einleitung

In Kapitel 4 haben wir die Gleichungen zur Berechnung von Hellmann-Feynman- (HeFe-)
Kraften vorgestellt und die damit assoziierte Problematik nicht-exakter Elektronendichten
angesprochen. Die Moglichkeit zur Erweiterung von atomzentrierten Standard-Basissétzen
mit Polarisationsfunktionen, mit denen das HeFe-Theorem in guter Naherung erfiillt wird,
haben wir bei einigen leichteren zweiatomigen Molekiilen mit H, Li, N, F, Cl angewendet
und die Berechnung von HeFe-Kriften nach Gl. (4.3) in ADF implementiert. Es zeigt sich,
daB man fiir Atome mit s- und p-Schalen schon auf qualitativem Niveau d- und f-Funktionen
zur Dichtepolarisation in den Basissédtzen braucht, bei Atomen mit d- und f-Schalen wéren
mindestens g- und h-Funktionen in der Basis notig, weshalb diese Moglichkeit bei vielen
quantenchemischen Programmen wie auch ADF auf Molekiile mit Elementen der 1. bis 3.
Periode beschréankt bleibt, da die Verwendung von Basisfunktionen mit [ > 3 dort nicht
vorgesehen ist. Insbesondere ist die Verwendung von Polarisationsfunktionen im Atom-
rumpf wichtig, was die so erzeugten Basissidtze ziemlich aufbliht. Obwohl Core-d-AOs
selbst nicht direkt zur Kraft beitragen, sind sie fiir die richtige Core-p-AO-Zumischung

mitbestimmend. Zur Bestimmung halbwegs genauer HeFe-Kréfte ist die Verwendung der
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Frozen-Core Néherung nicht ohne weiteres moglich bzw. wiirde die Einbeziehung von Zu-
satztermen erfordern, die zum einen das Bild wieder verdndern, zum anderen aber auch
nur bei (quasi- oder storungstheoretisch erster Ordnung) relativistischen Rechnungen mit
schweren Atomen wirklich nétig wéren, wo die Basissétze in ADF prinzipiell nicht ausrei-
chend grof} fiir die Berechnung von HeFe-Kriften gemacht werden kénnen.

Wir haben fiir dieses Kapitel zwei Beispiele, N, und HCI, ausgewéhlt und umfangrei-
chere All-Elektronen und Frozen-Core-Rechnungen mit den erwéhnten stark polarisierten
Basissiatzen durchgefiihrt, um die HeFe-Kréfte zunéchst im nichtrelativistischen Fall an
diesen Beispielen im Detail zu studieren.

In ADF ist die Moglichkeit vorgesehen, sogenannte exakte (analytische) Energiegradi-
enten, Gl. (4.31), durch numerische Integration zu berechnen. Wir haben in dem Gradien-
tenprogramm einige Anderungen vorgenommen, die es erlauben, die Gradienten und ihre
Teilbeitréage analog den HeFe-Kriften als Funktion im dreidimensionalen Raum darzustel-
len, um so einen Vergleich zwischen diesen beiden Kraftrechnungen zu erméglichen. Diese

unterschiedlichen Bilder sind erwartungsgeméf nicht direkt miteinander vergleichbar.

5.3 Allgemeine Vorbemerkungen

5.3.1 Zu den Arbeiten anderer Autoren

Im Jahr 1985 wurden von Spackman und Maslen fiir Ny und Fy Berlin-Diagramme (vgl.
Abb. 4.2 auf Seite 171) und berechnete Elektronendifferenzdichten fiir den Gleichgewichts-
abstand dieser Molekiile diskutiert und daraus einige allgemeine Aussagen iiber Elektro-
nendichte und chemische Bindung geschlufifolgert [142]. Das Interesse an Berlins Theorem
und HeFe-Kriften im Zusammenhang mit der chemischen Bindung und deren Diskussion
mit Hilfe von berechneten (oder auch experimentellen, s.z.B. [159]) Elektronendichten und
Differenzdichten hatte gegen Ende der 70er Jahre stark zugenommen und bis Anfang der
80er Jahre eine grofie Zahl an Publikationen hervorgerufen. In [160] finden sich z.B. eine
ganze Reihe von Ubersichtsartikeln zu diesem Thema unter dem Titel ,, The Force Concept
in Chemistry”. Der Artikel von Spackman und Maslen, der — vermutlich inspiriert durch
ein vermehrtes Auftreten von auf experimentellen Differenzdichten beruhenden Bindungs-
analysen — in einer kristallographischen Zeitschrift erschienen ist, kann so als eine Art
nachtréglich abschliefende und zusammenfassende Arbeit aufgefat werden, die noch ein-
mal die wichtigsten Erkenntnisse beziiglich Elektronen(differenz)dichten und HeFe-Kréften

hervorhebt. Sie zielt im Wesentlichen auf zwei Punkte ab:
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e Zum einen wird die Rolle der Differenzdichte in Bezug auf intramolekulare HeFe-
Krifte qualitativ diskutiert. Viele Autoren hatten auf der Basis von Berlins Theo-
rem einen Anstieg der Elektronendichte in Bindungsmitte (positive Bindungsla-
dung=positive Differenzdichte in Bindungsmitte) bei der Molekiilbildung als
essentiell fiir die Bindungsbildung angesehen und die Differenzdichte des Ho-Molekiils
als vermeintlichen Prototypen fiir die chemische Bindung als Beleg herangezogen.
Zum einen ist allerdings, wie die Autoren mit Hinweis auf diverse Literaturstellen
vermerken, die chemische Bindung im Hs als eher untypisch anzusehen (vor allem, da
keine Rumpf-Orbitale vorhanden sind, auf denen die Valenz-MO “s orthogonalisiert
werden miissen), zum anderen sagt Berlins Theorem lediglich aus, daf8 iiberhaupt
Elektronendichte in den elektrostatisch anziehenden Bereichen vorhanden sein muf,
um die Kerne zu binden, wobei nach (4.9) die promolekulare Ladungsverteilung gera-
de nicht ausreicht, um die Bindung vollstindig herbeizufiihren. Durch Kombination
von (4.4) mit (4.6) erhalten wir fiir die Kern-Elektron-Anziechung

FS, = /dl CE [P 4 Ap] (5.1)
mit
~ o ()4 cos Q) pcosv
Flz—(ﬁ%Jr(l—ﬁ)%
L B

Zur Definition der Abstdnde und Winkel vgl. Abb. 4.1 auf Seite 163. Eine im Vergleich
zum Promolekiil ausreichend starke Bindung kann auf zwei Arten herbeigefiihrt wer-
den: a) durch positive Differenzdichte in einem elektrostatisch anziehenden Bereich
oder b) durch negative Differenzdichte in einem abstoBenden Bereich. Da die Diffe-
renzdichte nicht iiberall positiv sein kann, mufl man stets beide Vorzeichen diskutie-
ren, wobei es durchaus vorkommen mag, dafl die Summe aus positiver Differenzdichte
in kernnahen stark anziehenden Bereichen und negativer Elektronendichte in absto-
Benden Bereichen eine (unerwartete) negative Bindungsladung tiberkompensiert, wie
dies beim Fy der Fall zu sein scheint. Hierbei héngt die Gestalt der Differenzdich-
te allerdings auch stark davon ab, ob man das Promolekiil aus sphérischen oder
nicht-sphérischen (,,Valenz-Zustands-") Atomen aufbaut [141,146,161,162]. Maslen
und Spackman verwendeten sphérische Atome fiir die Beschreibung des Promolekiils.
Beim Ny und Fy (und allen weiteren homonuklearen zweiatomigen Molekiilen der 2.
Periode) ist eine d-artige Differenzdichte um die Kerne herum charakteristisch, die

im Fall des Ny auf der Bindungsachse (d.h. auch in der Bindungsmitte) positiv und in
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einem torusformigen Bereich senkrecht zur Bindungsachse negativ ist. Beim F5 sind
die Dichteverhéltnisse in Kernndhe anndhernd umgekehrt. Die sehr groflen d-artigen
Differenzdichtewerte entsprechen nach [145] im Wesentlichen der Umorientierung des
sphérischen Halogen-Atoms zum nichtsphérischen Atom, das anschliefend die Bin-
dung eingeht. Das Verhalten der Differenzdichte in Bindungsmitte héngt ebenfalls

sehr vom verwendeten Promolekiil ab. Vgl hierzu Abb. 5.1 auf der néchsten Seite.

Eine zentrale Rolle in Spackman und Maslens Artikel nimmt die Diskussion der Her-
kunft der HeFe-Kréfte aus unterschiedlichen Raumbereichen ein. Sie unterscheiden
im Englischen die energetischen (,,bonding”) Effekte von den Kriften (,,binding”

effects). Beziiglich letzterer werden folgende Aussagen getroffen:

— ,,The effect on binding is large only for features close to the nuclei. [...| More-
over, despite the fact that the region between the nuclei |...] is clearly binding, it
contributes little to the force on the nuclei, [...] resulting from the r~2 dependence
[... des Integranden in (5.1)].”

— ,,Is is clear from the analyses on Ny |...] that magjor sources of binding are large
sharp changes in density close to the nuclei. The deformation density in the
centre of the bond, or far beyond the nuclei, plays little or no role in binding the

nucles.”

— It is important to emphasize that, in both cases, the only substantial contribu-
tions to the overall binding come from regions along the internuclear axis and
within ~ 0.4A of the nuclei.”

— Allerdings: ,,An accurate integration of the maps [...] is difficult [for the authors]
because of the rapid changes in fAp close to the nuclei, resulting from the r—2

dependence of f. An estimate of the reliability of the fAp maps [...] can be

obtained by visual inspection [...|” ( fAp meint in Spackman und Maslens

Artikel die Funktion F*'Ap, G1. (5.1), mit der Wahl 5 = 1/2).

D.h. obwohl die Autoren nicht in der Lage waren, aus den gezeigten Elektronendich-
ten die korrekten HeFe-Krifte, sei es wegen eines unzureichenden Gitters, sei es wegen
zu ungenauer Elektronendichten, durch Integration zu berechnen, werden hier expli-
zite Aussagen beziiglich der Herkunft der Hauptbeitrage zum HeFe-Kern-Elektron-
Anziehungsintegral gemacht, die mit Hilfe der 1/r*-Abhéngigkeit des Betrages von

F° vom Kernabstand begriindet werden. Die Tatsache, dafl Vorzeichenwechsel in Ap
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und £ dazu fithren kénnen, daf sich grofle positive und negative Kraft-Beitrage vor
und hinter den Kernen gegenseitig wegheben kénnen, bleibt vollig unerwéhnt. Die
starken Vorzeichenwechsel der Funktion F ?'Ap in Kernnihe machen es nach unserer

Einschitzung nahezu unmoglich, aus einer Graphik visuell abzuschétzen, wieviel der

Abbildung 5.1: Molekulare Elektronendifferenzdichten bei Fy fiir unterschiedliche Pro-
molekiile (nach [146] zuriickgehend auf Kunze & Hall, J.Am.Chem.Soc. 108, 5122). A:
sphérische atomare Dichten, B: orientierte Atome: Molekiilachse in z-Richtung, Atome in

2piQp§2pi—Konﬁguration, C: orientierte, hybridisierte Atome.
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kernnahe Bereich tatsédchlich zum Integral beitragt oder ob nun positive oder nega-
tive Anteile iiberwiegen. Vor diesem Hintergrund ist es interessant festzustellen, dafl
Spackman und Maslen mit ihren Spekulationen gar nicht so falsch lagen, wie wir im
Folgenden noch sehen werden. Hierbei wollen wir neben Ny noch HCI fiir eine detail-
lierte Kraft-Analyse heranziehen. Zum einen wird in [142] Ny und Fy beziiglich der
HeFe-Kriéfte ein prinzipiell &hnliches Verhalten bescheinigt (namlich die alleinige Her-
kunft anziehender Differenzdichteeffekte aus dem kernnahen Bereich), zum anderen
wollen wir das Verhalten der kernnahen Kraftbeitrage in Gegenwart oder Abwesen-
heit mehrerer Rumpfschalen untersuchen, weshalb sich die zusétzliche Untersuchung
von HCI anbietet.

5.3.2 Details zur Auswertung der Kraft-Integrale

Zur Analyse von Kraft-Beitrdgen aus unterschiedlichen Raumbereichen im Molekiil konnen
die auftretenden Integrale bei numerischer Integration als Teilintegrale {iber zusam-
menhingende Raumbereiche in einfacher Weise aufgespalten werden. Hierzu ist es lediglich
vonnéten, die Integrationspunkte mit ihren Gewichtungsfaktoren w nach Raumbereichen

zu klassifizieren. Wir untersuchen also

Bereiche

[ s~ Y Y i) ()

Insofern das numerische Gitter geniigend fein gewédhlt wurde, sollten sich die Rand-
Abbruchseffekte in ertriaglichen Grenzen halten.

Zur Analyse der Krifte verwenden wir 3 verschiedene Typen von Gittern, deren Verwen-
dung innerhalb einer ADF-Rechnung durch eine geeignete Erweiterung der fiir die Punkt-
generierung zustindigen ADF-Routinen zugénglich gemacht wurde. Wichtig ist hierbei,
da3 die Molekiilrechnung in jedem Fall mit Hilfe des energetisch optimal an das Pro-
blem angepafiten TeVelde’schen Gitters erfolgt [155], so dafi die Qualitét der Molekiil-
Energieberechnung nicht durch die Wahl des von uns gewihlten Zusatzgitters beeinflufit
wird. Ein weiterer Vorteil ist, dal wir in Rechnungen bei verschiedenen Kernabstdnden
jeweils das gleiche Zusatzgitter angeben konnen. So gelangen wir z.B. zu einer Darstellung
von numerischen Ableitungen der untersuchten Funktionen nach dem Kernabstand, indem
zwei Rechnungen bei etwas unterschiedlichem Kernabstand jeweils mit dem gleichen Zu-
satzgitter durchgefiihrt werden. Weiterhin ist es moglich, Gitter auszuwéhlen, die fiir die

Molekiilrechnung selbst ungeeignet wéren, fiir eine spétere Auswertung der Integrale oder
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fiir die Anfertigung von Hohenliniendiagrammen o.4. aber von Vorteil sind. Es stehen per
Input-Direktive (,, EXTRAPOINTS”) folgende Zusatzgitter fiir die Analyse zur Auswahl:

1. Auf einem bestimmten Atom zentrierte radiale Gitter. Ublicherweise wihlt man
die Punkte so, dafl ihre Anzahl radial auf einem logarithmischen Mafistab etwa
gleichméfig verteilt ist. Auf einem solchen Gitter kann die untersuchte Funk-
tion z.B. iiber Kugelschalen radial aufintegriert werden, d.h. man untersucht
fom dr fo% do foﬂ df - f(r,0,¢) und trigt das Ergebnis gegen ry, auf. Wir wollen

diese Form von Gitter im Folgenden mit ,,Radialgitter” bezeichnen.

2. Mehrzentrige Gitter, die um jedes definierte Zentrum ein Radialgitter wie unter Punkt
1. darstellen. Man kann z.B. innerhalb der Rumpfschalenbereiche der einzelnen Ato-
me und anderer selbstdefinierter Gebiete Teilintegrale berechnen. In Abb. 5.17 auf
Seite 242 sind solche Gitter abgebildet. Die Radialgitter aus Punkt 1. sind ein ein-
zentriger Spezialfall hiervon. Dieser Gittertyp war in einer alten Version des ADF-
Programms verfiighar und wurde von uns an die aktuelle ADF-Version angepaft.
Wir nennen diese mehrzentrigen Gitter hier in Anlehnung an die Namensgebung
im ADF-Programm nach dem Autor des Codes ,,Boerrigter”-Gitter. Das numeri-
sche Integrationsverfahren mit diesem und mit dem TeVelde-Gitter wurde ausfiihrlich
in [163] beschrieben. Bei der Boerrigter-Methode wird der Raum in Kugelschalen mit
festgelegten Zentren (z.B. Kernpositionen oder Bindungsbereich) zerlegt und inner-
halb dieser Kugelschalen in sphérischen Polarkoordinaten integriert. Dabei miissen
Zahl und Ort der Kugelschalen sowie die Zahl der Punkte in ihnen vom Programm-
benutzer fiir jede Rechnung selbst festgelegt werden, was fiir unerfahrene Benutzer
problematisch ist, da die Qualitdt der numerischen Integration fiir das Ergebnis der
ADF-Rechnung ein entscheidender Faktor ist. Seit der ADF-Version 2 kann dieses
Gitter nicht mehr bei Rechnungen verwendet werden und der entsprechende Pro-
grammcode wurde zugunsten des TeVelde “schen Integrationsgitters, welches bei ei-
nem Bruchteil von Integrationspunkten im Vergleich zum Boerrigter-Gitter fiir die in
der ADF-Rechnung erforderlichen Integrale eine wesentlich héhere Genauigkeit liefert
und zudem vollautomatisch erzeugt wird, aus ADF entfernt. Fiir unsere Zwecke hat
das TeVelde-Gitter allerdings den Nachteil, dafl es nicht in einfacher Weise moglich
ist, etwa einen Bindungsbereich zu selektieren und das Gitter in chemisch sinnvolle

Bereiche zu zergliedern. Dies ist bei dem Boerrigter-Gitter bequem moglich.

3. Aquidistante 2-dimensionale cartesische (regulire) Gitter. Sie sind bei molekula-
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ren Problemen ungeeignet zur Integration, erlauben aber eine qualitativ hoéher-
wertige graphische Darstellung der untersuchten Funktion mit Hilfe géngiger
Hohenlinien-Graphiksoftware. Die Hohenliniengraphiken in dieser Arbeit beru-
hen zum groflen Teil auf der Verwendung dieses Typs von Zusatzgitter in ADF-
Rechnungen. Passend zum ADF-Programm haben wir eine Software erstellt, die
es auf sehr bequeme Weise moglich macht, auf 2- und 3-dimensionalen Gittern
z.B. MOs oder Elektronendichten, als Hohenlinien- bzw. Isoflichen-Diagramme
darzustellen. Das Programm steht auf der Webpage der Arbeitsgruppe unter
http://www.tc.chemie.uni-siegen.de/jochen.html in compilierter Form fiir
IBM AIX 4.x sowie Linux 2.x zum Download zur Verfiigung. Dieses Programm
wurde auch zur Visualisierung von Kréiften und Energiedichten in dieser Arbeit

verwendet.

Fiir alle quantenchemischen Molekiilrechnungen in diesem Kapitel wurde das ADF-
Programm verwendet. Dabei kam das VWN /Becke88/Perdew86-,,Dichtefunktional” zum
Einsatz. Die (zweidimensionalen) TeVelde-Gitter fiir die numerische Integration umfafiten
fiir Ny und HCI jeweils etwa 1000 - 1200 Punkte . Eine hohere Genauigkeit der Krifte
durch Verwendung eines noch feineren Integrationsgitters 1t sich nicht ohne eine weitere
Vergroflerung der Basissétze erreichen, was wegen numerischer Ungenauigkeiten zu quasi
linearer Abhéngigkeit der Basis fiihrt. Dies ergibt nach unseren Tests auf den verwende-
ten Rechnern keine weiter verbesserten Ergebnisse auf Grund zunehmender numerischer
Instabilitit der Rechnungen, etwa weil die Uberlappmatrix der Basisfunktionen praktisch
singulir wird. Die Anwendung der sogenannten ,,singular value decomposition” (SVD), bei
der solche Linearkombinationen von Basisfunktionen, die zu Eigenwerten der Uberlappma-
trix nahe Null gehéren, in der Rechnung ausgesondert werden, hat bei Testrechnungen die

Genauigkeit der Krifte ebenfalls nicht merklich erhoht (wohl aber bei noch etwas schwe-

'Durch Wahl des ADF-Inputparameters INTEGRATION=6.0 oder groSer bei single-point-
Rechnungen. Dies ist ein vergleichsweise grofier Wert. Im ADF-Manual wird fiir Geometrieoptimierungen
ein Wert von 4.0 - 4.5, fiir Frequenzberechnungen etwa 6.0 empohlen. INTEGRATION kontrolliert die
Qualitdt des Gitters an Hand von Integralen mit Testfunktionen, die in Abhéngigkeit von der gewihl-
ten Basis kreiert werden, und entspricht grob der Anzahl signifikanter Stellen bei typischen molekularen
Integralen. Zur Hlustration: Eine Erhohung des Integrationsparameters von 3.0 auf 4.0 verdoppelt etwa
die Zahl der Gitterpunkte. Da die Zahl der Punkte in unmittelbarer Kernndhe wegen der Test-Integrale
ebenfalls von der Wahl der Basis abhéngt, kann durch die Angabe vergleichsweise grofier Exponenten
(> Q) in Kernnéhe ein feines Integrationsgitter erzwungen werden. Wir haben dies bei der Berechnung

der HeFe-Krifte ausgenutzt.
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reren Atomen, etwa Cu, erst ermdglicht). Daher ist die in Kapitel 4 beschriebene hier
verwendete Methode zur Optimierung von Basissédtzen im Hinblick auf das HeFe-Theorem
in der Praxis auf Systeme mit nicht allzu schweren Atomen beschréankt. Die Beschrinkung
von Basissétzen auf s-,p-,d-, und f-Funktionen in ADF (und vielen anderen quantenche-
mischen Programmen) bedeutet eine weitere Einschrankung, so dafl Molekiile mit Atomen

Q =~ 20 auf diese Weise mit dem ADF-Programm untersucht werden kénnen 2.

5.3.3 Zur Einbeziehung der Kern-Kern-Abstoflung in die Kraft-

berechnung

Sowohl das Kern-Elektron-Anziehungsintegral als auch die Kern-Kern-Abstofung sind im
Vergleich mit den auftretenden Kréften bei kleinen Auslenkungen der Kerne aus der Gleich-
gewichtsgeometrie riesig, heben sich aber wegen ihres entgegengesetzten Vorzeichens prak-
tisch auf. Um nicht sehr grofle, aber triviale Kraft-Anteile zu untersuchen, sollte eine
Analyse von rdumlichen Beitragen zur HeFe-Kraft daher die Kern-Kern-Abstoffung mit
einschliefien, wie dies in Gl. (4.4) schon geschrieben wurde.

Die sich aus der SG ergebende raumliche Gewichtung der Kern-Kern-AbstoBungskraft
ist

QaQp p(7)

R%; N

In diesen Ausdruck muf} die n-Eichung der HeFe-Kern-Elektron-Anziehung fiir Analyse-

und Erklarungszwecke sinnvoll eingebaut werden, etwa

14 PB PA
= _ B 1 —n)2
N TINB +( n)NA

bei neutralen Molekiilen mit i.d.R. neutralen Bruchstiicken mit Ng = Qp, Na = Q4.

Dabei ist p so in py + pp aufzuspalten, daf3

/dl -pa(l) = Qa = Ny

etc.. Die einfachste Moglichkeit dazu ist die promolekulare Wahl von p4, pp. Zwei Griinde

sprechen fiir eine Gewichtung von F™¢ mit promolekularen Dichten: Zum einen impliziert

2Testweise Rechnungen mit off-center Funktionen zur Polarisierung von f-Schalen sind leider beziiglich
der Kraftberechnung nicht zufriedenstellend verlaufen. Die Anwendung der SVD konnte beim CuH noch
zufriedenstellende HeFe-Krifte liefern, allerdings mit einem Fehler behaftet, der vergleichbar oder gréfler

als die hier noch relativ kleinen relativistischen Kraftkorrekturen ist.
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die Aussage, daf3 die promolekulare HeFe-Kraft immer etwas abstoflend ist und daf§ die
Differenzdichte den wesentlichen Anteil an der Bindung ausmacht, dafl die Kernabstofiung
voll promolekular ist. Zum anderen wird nach Gl. (4.3) bei grofien Kernabstdnden, wo
p ~ pa+ pg, der stark anziehende Kraft-Beitrag von pp in FS dort (in der Umgebung von
B) durch die Kern-Kern-Abstoung kompensiert, wihrend p# und verniinftigerweise auch
die Kern-Kern-Abstofung um A herum keine Kraftbeitrage liefert. Wir verwenden daher

pp/Np des Promolekiils in

QalQp  Qa /

e = = dl-pp(1) (5.2)
A Rip  Rip

fir die Gewichtung der Kern-Kern-Abstoung in Fl4. Fiir Fup kann (5.2) ebenfalls mit

einem Fichparameter versehen werden, d.h.

QaQp 1

Fnuc o
AB — 2 2
RAB RAB

/ a1 nQuaps(1) + (1 — m)Qepa(l)] (5.3)

Der physikalisch signifikante Gesamtwert des Integrals wird hierdurch selbstverstédndlich
nicht beeinflult, F}*° nach (5.2) kompensiert aber um Kern B die ,trivialen”, im we-
sentlichen promolekularen groBen Beitriige zu F'{ durch pp. Im Folgenden wird daher bei
der Auswertung raumlicher Beitrdge zur HeFe-Kraft durch Integration auf einem radialen

Gitter um A herum die Funktion

oo costy oo N
Fa(ro) = —QA/ dry - — 2 p(7a) + QQA / di'a - pp(7a) (5.4)
ra=0 A Rip Jr.—o

ausgewertet werden. Negative Kréfte entsprechen dabei wie vereinbart einer Anziehung,

positive Kriafte einer Abstoflung.

5.3.4 Bassissitze fiir die Berechnung von Hellmann-Feynman-
Kraften

In Abb. 5.2 auf Seite 216 sind mit ADF berechnete Bindungsenergien und HeFe-Krifte
fiir Allelektronenrechnungen von HCI gegen den Kernabstand R aufgetragen. Erst eine
ausreichende Beriicksichtigung von Valenz- und vor allem Rumpfpolarisation ermdéglicht
eine Berechnung von HeFe-Kréften mit zufriedenstellender Genauigkeit. In Tabelle 5.1 auf
Seite 215 sind die in diesem Kapitel verwendeten Basissétze fiir HeFe-Kraftrechnungen
angegeben. Dabei ist es bei ADF-Rechnungen unbedingt nétig, zuséitzlich noch Basisfunk-
tionen mit Exponenten > () zu verwenden. Zum einen werden dadurch Ableitungsfunk-

tionen der Basis simuliert, die nicht im Basissatz angegeben werden koénnen, wie z.B.
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»1p”~2p/r, zum anderen wird damit die Generierung von Integrationspunkten mit dem
TeVelde-Code [155] in unmittelbarer Kernnéhe erzwungen, was normalerweise auch durch
die Wahl grofler Integrations-Parameter nicht moglich ist. Wichtig bei der Wahl der Basis
ist, daf} sie flexibel genug ist, auch iiber einen grofleren Kernabstandsbereich zuverldssige

Kraftberechnungen zu ermoglicht, und nicht nur bei einem bestimmten R.

Auffallig in Abb. 5.2 auf Seite 216 ist, dal die HeFe-Kraftrechnung am HCI mit einer
dafiir optimierten Basis am H fiir die HeFe-Kraft Fy sehr genau dem Energiegradienten
entspricht, auch wenn die Dichte um den Cl-Kern augenfillig in einer Standardbasis nicht
sehr genau dargestellt werden kann. Dies ist hier an der vollig falschen HeFe-Kraft Fi; er-
sichtlich ist, die mit der ADF-Basis IV ausgerechnet werden kann. Dafl Fiy trotzdem einen
sinnvollen Wert ergibt, liegt am 1/r%-Term im Integranden von (5.1), der in unmittelbarer
Néhe des betrachteten Kerns kleinste Dichtefehler stark gewichtet, umgekehrt aber Dich-
tefehler in der Nédhe der weiter entfernten Nachbarkerne quasi unterdriickt. Fiir Molekiile
mit schweren und sehr leichten Atomen (speziell Hydride) sollte es daher moglich sein,
die HeFe-Kraft des leichten Kerns recht genau auszurechnen, so daf§ dieser als ,,Sonde”
fiir Kraftstudien in solchen Molekiilen dienen kann. Dabei sind kleine Dichtednderungen
in der Nihe des schweren Nachbaratoms irrelevant, wohl aber z.B. die z.T. drastischen
Dichtednderungen im Rumpf- und Valenzbereich durch relativistische Effekte bei schwe-
ren Atomen. Wir kommen auf diesen Punkt in Kapitel 6 noch zuriick. Mit einer auch im

Rumpfbereich stark polarisierten Basis fiir Cl erhélt man auch fiir Fi; sinnvolle Resultate.

In Abb. 5.3 auf Seite 217 haben wir die elektronischen Kraftbeitrage beim HCI fiir eine
Frozen-Core-Rechnung gegen den Kernabstand aufgetragen. Zur Bedeutung der einzelnen
Terme vgl. Abschnitt 4.7. Die Basis beim Cl ist im Prinzip die gleiche wie in Tab. 5.1
auf der néchsten Seite, so daB ein direkter Vergleich mit den Allelektronenrechnungen
moglich ist. Wir stellen zunéchst fest, dal wegen der gegeniiber der vollen KernabstofSung
reduzierten effektiven Rumpf-Rumpf-Abstoflung die gesamt-elektronischen Anteile der Ge-
samtkraft um einen entsprechenden Faktor kleiner sind als bei der Allelektronenrechnung.
Der Beitrag von (—0gV5™) ist dabei aber von entgegengesetztem Vorzeichen wie der
HeFe-Term der Valenzdichte und kompensiert in diesem gerade einen Anteil der Grofle
(Q — Q°)/R?, so daB hier ebenfalls wieder grofie Beitriige entgegengesetzten Vorzeichens
mit hoher Genauigkeit bekannt sein miissen, um die Gesamtkraft zufriedenstellend genau
zu berechnen. Der Gesamt-Kraftfehler ist bei der gewahlten Basisgrofle, die ja sogar fiir
Allelektronenrechnungen brauchbar ist, insgesamt nicht vernachléssigbar. Die Genauigkeit

der Frozen-Core-Kraftrechnung erreicht bei weitem nicht die der Allelektronenrechnung.
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5. Nichtrelativistische Hellmann-Feynman-Kréfte und Energiegradienten

Tabelle 5.1 Slater-Basissétze fiir H, Li, N, F und Cl, die mit ADF zur Berechnung von
Hellmann-Feynman-Kréften in diesem und im néchsten Kapitel verwendet wurden. In der
ersten Spalte der Tabelle ist der Typ der Basisfunktion angegeben, unter H, Li, etc. die

verwendeten Exponenten.

H Li N F Cl

s 3.00 4.24 8.47 15.00 20.3
1.68 2.26 5.90 10.88 15.3
0.92 7.70
0.69

2s 2.36 5.15 3.24 6.25

0.68 2.50 1.94 4.45
0.46 1.50 0.74

2p 3.00 4.24 8.74 15.00 20.3
2.00 2.26 5.90 10.88 15.3
1.26 0.61 7.70
0.92 4.54
0.69 2.30

1.24

38 3.45
2.30

1.60

3p 2.36 5.15 3.24 6.25
0.68 2.50 1.94 4.45

0.46 1.50 0.74 3.35

2.05

1.20

3d 2.50 0.61 3.68 7.70 8.85
1.25 1.88 4.54 5.05
0.80 1.00 2.30 1.65

1.24
4d 3.35
2.05
1.20
4f 1.80 2.00 4.54 2.50
2.30 1.65
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25 T T T T T 25 T T T T T

I ADF Basis IV - =
"enhanced" Basis —

Krafte mit der
"enhanced" Basis

'
w

Bindungsenergie
Fy = Fo = -dE/dR

4.5
S| ST
55 20 "7\ T—
—6 1 _5 1 1 1 T 1
1 12 14 16 18 . 2 1 12 14 16 . 1.8
R[A] RIA]
35 T T T T T 250 T T T T
Kréafte mit der 200 | pnuc  Kraft-Beitrage mit der |
30 . 1 .
ADF Basis IV ADF Basis IV

18 2 22 1 12 14 16 22

16 18 .2
R[A] R[A]
Abbildung 5.2: Einflul der Basisgrofie auf die Hellmann-Feynman-Kraft im HCI nach
ADF-Allelektronenrechnungen. Die Basis fiir H ist bzgl. HeFe-Kraftrechnungen opti-
miert (Tab. 5.1 auf der vorherigen Seite). Die Graphiken zeigen den EinfluB der Grofle
der Basis vom Cl auf die HeFe-Kraft F;. Aus Symmetriegriinden miifite betragsméfig
Fy = Foy = —dE/dR gelten. Die ADF-Basis IV ist eine triple-(- 4+ pol.- Slaterbasis fiir den
Valenzbereich, double-( ohne Polarisation fiir die Rumpforbitale. Sie ist also nicht in der
Lage, die anziehenden Kraftbeitrige durch Cl-Rumpfpolarisation wiederzugeben, weshalb
Fg betragsmiBig zu klein ausfiillt. Durch Erweiterung der Basis mit Polarisationsfunktio-
nen (,,enhanced” Basis, Tab. 5.1 auf der vorherigen Seite) wird das HeFe-Theorem auch
fiir Fy iiber einen weiten Kernabstandsbereich in recht guter Néaherung erfiillt. Anm.: die
Bindungsenergiekurven beziehen sich hier auf Atomzustéinde, bei denen die offenen Scha-
len jeweils gleiche (gebrochenzahlige) a- und (3-Besetzungen haben, also z.B. bei H je ein
,,halbes” Elektron in jedem Spinorbital (sog. ,,restricted” Fragmente im ADF-Programm).
Der Energieunterschied bezgl. der offenschaligen Atome betrigt (je nach Dichtefunktional)
bis zu 1.3 eV.
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Abbildung 5.3: Hellmann-Feynman-Kréfte im HCl.Molekiil mit Cl-Frozen-Core. Elek-
tronische Kraftbeitriige F&, = (—dpVEre - p) + (Fg - p)) und Fg = (Fg} - p™) sowie
Gesamtkrifte Fo; und Fy sind gegen R aufgetragen. Der Frozen-Core beim Cl umfaflt die
1s- und 2sp-Schale. Die Valenz-Basis beim Cl entspricht der Cl-Basis nach Tabelle 5.1 auf
Seite 215 und ist ledigleich um je eine 1s-, 2s- und 2p- Core-Orthogonalisierungsfunktionen
erweitert. Der Fehler von Fg; entspricht der eingezeichneten Differenz zwischen Fﬁ} und
Fg) bzw. Fy und Fgy. Er sollte im Wesentlichen dem Term (4.21c) entsprechen und ist,

wie man sieht, im Vergleich zur Gesamtkraft nicht vernachléssigbar.
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Der zusitzliche Fehler in der Gesamtkraft auf dem Cl kann auf den in dieser Rechnung
nicht berticksichtigten Fehlerterm (4.21c) (s. Abschnitt 4.7) zuriickgefiihrt werden und gibt
uns daher eine Abschéitzung fiir die Bedeutung dieses Terms: bei der hier durchgefiihrten
Rechnung am HCI betriigt der Anteil von (4.21¢) ca. —2 eV /A bei einer maximalen Gesamt-
Anziehungskraft von knapp —5 eV/A. Die GroSenordnung von (4.21c) hatten wir schon in
Abschnitt 4.7 diskutiert.

5.4 Darstellung der intramolekularen Krifte im No-
und HCI-Molekiil

5.4.1 Diskussion von Differenzdichten und Berlin-Diagrammen

Zum Vergleich unserer Ergebnisse mit der Analyse von Spackman und Maslen und zur
Ausweitung der Kraft-Untersuchung in [142] haben wir fiir den berechneten Gleichge-
wichtsabstand R, (Kraft-Nullpunkt=Energie-Minimum) der Molekiile Ny und HCI und
zusitzlich bei einem grofleren Bindungsabstand den Integranden des HeFe-Kern-Elektron-
Anziechungsintegrals (5.1) mit der Wahl des Eichparameters von n = 1/2 und bei HCI
zusitzlich mit dem symmetrisierenden Eichparameter n®™™ = Qp/(Qa + Qp) = 1/18 als
Funktion des Ortes in Form von Hohenliniendiagrammen in einer die Kernverbindungsachse
enthaltenden Ebene dargestellt (Abb. 5.5 auf Seite 220 und 5.20 auf Seite 246). Die Integra-
tion dieser Funktionen iiber den gesamten Raum ergibt die Kern-Elektron-Anziehung, die
am Gleichgewichtsabstand gerade die Kern-Kern-Abstoung kompensiert. Dabei entspre-
chen negative Werte des Integranden anziehenden Dichtebereichen. Eine Aufspaltung der
Elektronendichte in promolekulare und Differenzdichte- Anteile ergibt fiir den Ap-Anteil der
HeFe-Kraft eine multiplikative Uberlagerung des Berlin-Diagramms (vgl. z.B. Abb. 4.2 auf
Seite 171 und 4.3 auf Seite 172) mit der Elektronendifferenzdichte (Abb. 5.6 auf Seite 221).

In Abb. 5.4 auf der néchsten Seite sind die Elektronendifferenzdichten fiir N, und
HCI als Hohenliniendiagramm dargestellt. Die promolekularen Dichten wurden dabei aus
sphérischen Atomen gebildet. Bei N3 kann man deutlich die z.B. in [141] erwdhnte d 2-artige
Dichtepolarisation in Kernnéhe erkennen, wobei bei der Molekiilbildung die Dichte entlang
der Kernverbindungsachse vor und hinter den Kernen zunimmt, in einer torusférmigen Re-
gion um die Kerne senkrecht zur Kernverbindungsachse abnimmt. Ebenfalls deutlich zu

erkennen ist beim Ny die Zunahme von Elektronendichte im Bereich der Bindungsmitte

218



5. Nichtrelativistische Hellmann-Feynman-Kréfte und Energiegradienten

Abbildung 5.4: Elektronen-Differenzdichte fiir Ny und HCl. Kernabstand = Kraft-
Nullpunkt R., bei Ny (oben) R = 1.11A, bei HCI (unten, Cl links) R = 1.29A). Héhenli-
niengraphik in der rz-Ebene. Die Hohenlinienwerte sind 0.000, 40.002 - 2" ¢/bohr®, n =
0,1,2... Negative Funktionswerte werden durch gestrichelte Linien angezeigt, die Null-

Linien sind gepunktet. Fiir das HCI-Promolekiil wurde ein sphérisches Cl-Atom verwendet.
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N2

HCI

Abbildung 5.5: Hellmann-Feynman-Kern-Elektron- Anziehungskraft F °lp fiir Ny und HCI
mit 7 = 1/2. Siehe auch Gl. (5.1) auf Seite 206. Hohenlinienwerte: 0.00,40.02 - 10"
Hartree/bohr?, n = 0,1,2... Negative Funktionswerte werden durch gestrichelte Lini-
en angezeigt und stellen anziehende Kréfte dar, die Null-Linien sind gepunktet. Die Abb.
entsprechen im Wesentlichen den Berlin-Diagrammen 4.2 auf Seite 171 und 4.3 auf Sei-
te 172. Vgl. eine analoge Graphik fiir HCl mit n = Qn/(Qn + Q) am Ende des Kapitels
(Abb. 5.20 auf Seite 246). Weitere Details in der Legende zu Abb. 5.4 auf der vorherigen
Seite.
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HCI

Abbildung 5.6: Differenzdichte-Anteil F ' Ap der HeFe-Kraft fiir Ny und HCl mit n = 1/2.
Zu weiteren Details s. die Legende von Abb. 5.5 auf der vorherigen Seite. Héhenlinienwerte:
0.00,40.02 - 2" Hartree/bohr*, n = 0,1,2... Die Abb. entsprechen Uberlagerungen der
Berlin-Diagramme 4.2 auf Seite 171 und 4.3 auf Seite 172 mit den Elektronendifferenzdich-
ten, Abb. 5.4 auf Seite 219. Vgl. eine analoge Graphik mit n = Qg /(Qu + Q¢;) am Ende
des Kapitels (Abb. 5.20 auf Seite 246).
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(positive Bindungsladung), die in vielen Lehrbiichern als der wesentliche bindende und
anziehende Effekt bei der Molekiilbildung beschrieben wird (siehe hierzu aber z.B. [142]
und [143]). Auflerdem kann man beim Ny in unmittelbarer Kernnéhe eine p-artige Dich-
tepolarisation erahnen, d.h. positive Differenzdichte auf der dem Bindungspartner zuge-
wandten Seite des Kerns und negative auf der , Riickseite” (d.i. die dem Bindungspartner
abgewandte Seite), die eine anziehende Kraft verursachen sollte. Allerdings 148t sich aus
der Graphik nur schwer das Ausmafl der p-artigen Polarisierung ausmachen, da sie sehr

von der d-Polarisierung iiberlagert wird.

Beim HCI sind wegen der gréfieren Zahl von Rumpfschalen die Verhéltnisse noch kom-
plexer. Ahnlich wie beim F in F5 nimmt in einem torusformigen Bereich um den Cl-Rumpf
die Dichte zu, dicht vor und hinter dem Cl-Rumpf ab. Im Valenzbereich des Cl dhnelt die
Elektronendifferenzdichte sehr der des F im Fy, wobei die grofle d-Polarisierung ebenfalls
auf eine Umverteilung der Elektronendichte in der 3p-Schale zuriickzufiihren ist. Zusétzlich
treten aber im Rumpfbereich des Cl starke Vorzeichenschwankungen auf, die die Abbildung
im kernnahen Bereich recht uniibersichtlich machen. Man kann mit etwas Miihe eine der
Bindungsrichtung entgegengesetzte p-artige Dichtepolarisierung im dufleren Rumpftbereich
des Cl erkennen. Eine qualitative visuelle Abschétzung der p-Dichte und der Groflie ihres
Anteils zur Kraft im kernnahen Bereich scheint uns aber — wie beim N, — nicht ohne

weiteres moglich.

Gesamt-Beitrag und Differenzdichteanteil zur Kern-Elektron-Anziehung sind durch die
Funktionen F'p und F9'Ap, Gl. (5.1), gegeben. In Abb. 5.5 auf Seite 220 und 5.6 auf der
vorherigen Seite sind fiir Ny und HCI am Kraft-Nullpunkt diese Funktionen fiir n = 1/2
ebenfalls als Hohenliniendiagramm gezeichnet, in Abb. 5.20 auf Seite 246 fiir HC1 mit n™™.
Die tatséchlichen Integralbeitriage werden wir spéater noch berechnen und geben hier nur

einen qualitativen visuellen Uberblick.

In den Abbildungen treten im kernnahen Bereich grofle positive und negative Bereiche
auf, die sich jeweils bei der Integration nahezu wegheben (sollten). Die positive Differenz-
dichte beim Ny auf der Riickseite der Kerne kompensiert vermutlich in groflerem Abstand
die anziehende Kraft der Bindungsladung. Beim Cl in HCI ist das Bild durch die starken
Vorzeichenwechsel im Bereich der Rumpfschalen noch komplizierter. Die Funktion F °lp
gleicht hauptséchlich die grofie (promolekulare) Kern-Kern-AbstoBung aus und spiegelt
lediglich das Vorzeichenmuster der entsprechenden Berlin-Diagramme (Abb. 4.2 auf Sei-
te 171 und 4.3 auf Seite 172) wieder. Die interessantere Differenzdichte-Kraft F “IAp gibt
das Verhalten von Ap fiir das Molekiil bei gegebenem Abstand wieder und ist daher cha-
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rakteristisch fiir das untersuchte Molekiil.

In beiden Féllen, Ny und HCI, ist ein anziehender Kraftbeitrag der Differenzdichte
aus der Bindungsregion auszumachen. Im kernnahen Bereich gibt es bei N und CI star-
ke Vorzeichenwechsel in F “’Ap, so daf eine visuelle Voraussage beziiglich Kraft-Beitriigen
aus einem ,,Rumpf”-Bereich nicht ohne weiteres moglich ist, da sich bei der Integrati-
on innerhalb einer Kugel um die Kerne die groflen positiven und negativen Anteile zur
Kraft weitgehend wegheben. Beim N in Ny scheinen im kernnahen Bereich die anziehenden
Kraftanteile zu iiberwiegen. Beim CI sind fiir Ia “’Ap im K-Rumpfbereich hauptsichlich
abstoflende Kraftbeitrdge erkennbar, wihrend die rdumliche L-Schale in entgegengesetzter
Richtung polarisiert ist. Dieses Phdnomen ist typisch fiir innere Rumpfschalen. Wir werden
es spater noch etwas detaillierter besprechen.

Im Bereich des H-Kerns im HCI finden wir eine fiir Hydride typische (und fiir andere
Atome eher untypische) Differenzdichte, die auch beim Hy auftritt: Dichteverschiebung
aus entfernteren Bereichen hinter dem H-Kern in den kernnahen Bereich (Ap positiv auf
beiden Seiten des H-Kerns) und in die Bindungsregion. Das ,,Proton” im HCI-Molekiil hat
mehr Elektronendicht um den Kern herum, als ein freies H-Atom. Dies erzeugt anziehende
Kréfte im Bindungsbereich und stets auch Abstoflung von der unmittelbaren H-Riickseite,
die jedoch die Anziehung nicht vollig kompensiert.

Bei beiden Molekiilen tritt bei der Molekiilbildung eine deutliche Ladungsanhéufung in
der Bindungsregion zutage, die auf jeden Fall anziehende Kréfte produziert. Spackman und
Maslen hatten aus der 1/r*-Abhiingigkeit des Faktors Felim Integranden geschlossen, daf3
nur solche p-artigen Dichtedinderungen fiir die Differenzdichte-Kraft erheblich sind, die in
unmittelbarer Kernnéhe stattfinden, konnten aber keine konkreten Zahlenwerte angeben.
Der Bindungsladung und auch der Differenzdichte auf der Riickseite der Kerne in grofierem
Abstand als 0.4A wurde wegen der funktionalen Form des Integranden keine Bedeutung
fiir das Kraftgleichgewicht im Molekiil zugebilligt. Wie wir im Abschnitt 5.5 sehen werden,
sind diese Behauptungen nicht unbedingt gerechtfertigt.

5.4.2 Kernnahe p-Polarisierung der Elektronendichte in All-

elektronen- und Frozen-Core-Rechnungen

Der die Differenzdichte-Kraft im kernnahen Bereich verursachende p-Anteil der Elektro-
nendichte kann durch einen Fit nach Gl. 1.62 bestimmt werden. In Abb. 5.7 auf der
nédchsten Seite sind die aus solchen Fits resultierenden p-Dichten im kernnahen Bereich

graphisch aufgetragen. Wir haben All-Elektronen- und Frozen-Core-Rechnungen durch-
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Abbildung 5.7: Kernnaher Anteil der p-artigen Dichtepolarisierung fiir Ny und HCI

am rechnerischen Kraft-Nullpunkt. Ny: oben, R =

1.11A,

HCl: unten, R = 1.29A.

Allelektronen- und Frozen-Core-Rechnungen aus Fits der Elektronendichte an einen even-
tempered Satz von 2p,-Funktionen mit apax = 2Q, a,/a,11 = 1.4. Der Bindungspart-

ner ist jeweils rechts vom betrachteten Kern. Die gefitteten p-Dichten der Allelektronen-

rechnungen reproduzieren in guter Ndherung den kernnahen Anteil des Kern-Elektron-
Anziehungsintegrals. Vgl. hierzu Abb. 5.19 auf Seite 245. Radien der Rumpfbereiche: bei
N: K=0.32 a.u., bei Cl: K=0.13, L=0.54 a.u..
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gefiihrt . Interessanterweise liefern auch die Frozen-Core-Rechnungen betrichtliche Pola-
risationen der Dichte im kernnahen Bereich, die hier ausschliellich durch die polarisierten
Schwinze der Valenzorbitale zu Stande kommen kann. Die Dichteausldufer des Nachbara-
toms verursachen beim Ny eine vernachléssigbare (promolekulare) p-Dichte in Kernnéhe.
Bei der All-Elektronenrechnung kann die Dichte-Polarisierung im kernnahen Bereich durch
die Schwiinze der Valenzorbitale und durch Polarisierung der Rumpf-AQOs selbst zustande-
kommen *. Die Allelektronen-Rechnung am Ny zeigt fiir die Basiskoeffizienten der 1o, und
1oy, (Rumpf-) Orbitale aber verschwindend kleine Beitréige der p-Basisfunktionen, wihrend
die Valenz-Orbitale mit denen der Frozen-Core-Rechnung vergleichbare Koeffizienten fiir
die im Bereich der K-Schale liegenden p-Funktionen haben. Man sollte daher auch in der
Allelektronenrechnung die kernnahe Dichtepolarisation als durch die inneren Schwdnze der
Valenzorbitale verursacht ansehen. Die in ADF moglichen Frozen-Core-Rechnungen liefern
bei gentigender Flexibilitdt der Basis ein ganz dhnliches Kraft-Bild wie eine Allelektronen-
rechnung. Durch einen Vergleich beider Typen von Rechnung kann man die durch innere
Schwinze der Valenzorbitale verursachten Effekte abschiitzen °.

Die Differenzdichte-Diagramme (Abb. 5.4 auf Seite 219) im Allelektronen-Bild sind
mit bloffem Auge praktisch nicht von denen im Frozen-Core-Bild unterscheidbar, wes-
halb wir letztere nicht mit abdrucken wollen. Trotzdem lassen sich mit den Frozen-Core-
Elektronendichten keine brauchbaren HeFe-Krifte nach Gl. (4.3) ausrechnen. Wie schon
im Abschnitt 4.7 erwéhnt, hingen die MOs wegen der Valenz-Core-Orthogonalisierung von
der Position der Frozen-Cores ab, was auf zuséatzliche Terme im HeFe-Kraftausdruck fiir
die Frozen-Core-Rechnung fithrt (Gl. (4.21c)) 6. AuBlerdem muf} das Corepotential im Ha-
miltonoperator explizit differenziert werden, s. Gl. 4.21b auf Seite 186. In Abb. 5.8 auf
Seite 227 ist der Unterschied der Elektronendichten und der Funktionen F °lp fiir beide

3Die verwendeten Basissitze fiir Allelektronen- und Frozen-Core-Rechnung sind bis auf die in ADF
notige zusétzliche Angabe der Valenz-Core-Orthogonalisierungsfunktionen im Frozen-Core-Basissatz iden-

tisch.
1Die Zerlegung der Elektronendichte in Rumpf- und Valenz-Orbitaldichten ist selbstverstindlich

willkiirlich.
5In ECP-Rechnungen haben die Pseudo-Wellenfunktionen wesentliche Dichte nur im Valenzraum. Al-

lerdings mufl man bedenken, dafl im Pseudopotentialbild alle Operatoren umtransformiert sind. Die Elek-
tronendichte oder Erwartungswerte miissen entweder in der transformierten Form gebildet werden oder mit
nachtriglich explizit auf den Rumpforbitalen orthogonalisierten und renormierten Orbitalen. Dies erzeugt

u.U. dann auch wieder Dichtepolarisierung im Core-Bereich.
SWir schon im letzten Kapitel erwihnt, kann dieser Term als Erwartungswert eines nichtlokalen Opera-

tors angesehen werden und ist somit einer Interpretation nach rdumlichen Beitrdgen sowieso nicht zugéng-
lich.
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Typen von Rechnungen am Beispiel des Ny graphisch aufgetragen. Der Dichteunterschied
zwischen Allelektronen- und Frozen-Core-Rechnung besteht hauptséichlich aus leicht ge-
gen die Kerne verschobenen sphérischen positiven und negativen Anteilen, die geméaf3 der
HeFe-Kraftformel (5.1) p-artige Kraftbeitrédge um die Kerne herum erzeugen, die sich nicht
exakt zu Null aufintegrieren. Sie miiiten explizit durch die erwéhnten Korrekturterme wie-
der aufgehoben werden, um auch mit der Frozen-Core-Dichte genaue Energiegradienten zu

berechnen.

5.4.3 Vergleich von Energiegradienten und Hellmann-Feynman-
Kraften

Im ADF-Gradienten, Gl. (4.31) auf Seite 196, ist explizit die Ableitung der Energie nach
der Position der Frozen-Cores beriicksichtigt. Wir wollen einmal zum Vergleich mit den
HeFe-Kréften die ADF-Energiegradienten fiir Ny und HCI in gleicher Weise graphisch in
Abb. 5.9 auf Seite 228 auftragen 7 wie die Funktion Fp. Im Vergleich des Allelektronen-
Energiegradienten vom Ny mit der Frozen-Core-Rechnung, Abb. 5.11 auf Seite 230, ist eine
Umkehr der Vorzeichen der Gradientenbeitrige im Bereich der Kerne auffillig. Dies ist kein
Einzelfall. Wir haben fiir verschiedene Molekiile am Gleichgewichtsabstand Allelektronen-
mit Frozen-Core-Rechnungen verglichen und stets im Allelektronen-Bild um die Kerne
herum ein Vorzeichenmuster gemafi Abb. 5.9 auf Seite 228 a) und c), fiir Frozen-Core-
Rechnungen ein Vorzeichenmuster wie in Abb. 5.11 auf Seite 230 gefunden. Der Unter-
schied zwischen den beiden Typen von Energiegradienten kann im Wesentlichen als die

Verschiebung zweier sphérischer (,,runder”) Frozen-Cores verstanden werden. Wir haben

"Die schon erwithnte Option ,,EXTRAPOINTS” , die die Verwendung eines Gitters (z.B. fiir
Héhenlinien-Plots oder radiale Integrationen) zusétzlich zum ADF Integrationsgitter wiihrend der Rech-
nung erlaubt, versagt leider bei den ADF-Energiegradienten, sofern Frozen-Core-Orbitale mit Drehimpul-
sen [ > 1 vorhanden sind. Die Abhéngigkeiten der einzelnen Module von ADF untereinander erlaubte
es uns leider nicht, dieses Problem zu beseitigen, so da8 wir fiir Graphiken der ADF-Gradienten (wegen
eines einheitlichen Erscheinungsbildes durchweg) das TeVelde-Integrationsgitter mit nur etwa 2000 Punk-
ten (nach Spiegelung an der z-Achse) verwenden und die Graphik mit MATHEMATICA [164] berechnen.
Hierzu wird zunéchst eine Triangulation der Gitterpunkte durchgefiihrt. Interessanterweise enthélt das
TeVelde-Gitter hiufig Punkte, die mehrfach auftreten, und zwar typischerweise an den Atompolyeder-
Bindungsbereich-Grenzen. Die Redundanzen sowie sehr weit von Molekiil entferne Punkte miissen vor der

Triangulation entfernt werden. Wegen der geringen Zahl an Punkten sind die Hohenlinien nicht ganz glatt.
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5. Nichtrelativistische Hellmann-Feynman-Kréfte und Energiegradienten

Abbildung 5.8: Differenz der Elektronendichten p (oben) und der Funktionen F °lp
(n = 1/2) (unten) von Allelektronen- und Frozen-Core-Rechnung fiir No. Die im We-
sentlichen s-artigen Dichteunterschiede fithren nach der Hellmann-Feynman-Kraftformel
zu hauptséachlich p-artigen Unterschieden in F clp. F °lp der Allelektronenrechnung kom-
pensiert genau die Kern-Kern-Abstoffung, wihrend bei der Frozen-Core-Rechnung Zusatz-
terme, resultierend aus der infinitesimalen Verschiebung der Frozen-Cores, das negative
Integral der Funktion in der unteren Graphik ausgleichen miifiten. Hohenlinienwerte: oben
+0.002 - 2" e/bohr?, unten +0.01 - 5” Hartree/bohr?, n =0,1,2... Zu weiteren Details s.
die Legende von Abb. 5.5 auf Seite 220.
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Abbildung 5.9: ADF-Energiegradienten fiir Ny und HCI nach Gl. (4.31) fiir Allelektronen-
rechnungen. Ny (oben) und HCI (unten, Cl links) am Kraft-Nullpunkt (a) R = 1.11A, c)
R = 1.29A) und bei einem groBeren Kernabstand (b) R = 1.500A, d) R = 1.700A).
Die Hohenlinienwerte sind 0.00,40.0002 - 10® Hartree/bohr?, n = 0,1,2... Negative
Funktionswerte werden durch gestrichelte Linien verdeutlicht und entsprechen anziehenden

Kriften, die Null-Linien sind fett eingezeichnet. Die diinnen vertikalen Linien markieren

die Position der Kerne.
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und Energiegradienten
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Abbildung 5.10: Anderung der Elektronendichte mit dem Kernabstand bei N, nach
Allelektronenrechnungen, R = R.. Oben: 0gp, Unten: dgAp. Die Hohenlinienwerte sind

0.00,+f - 2™ e/bohr®, n = 0,1,2.... Oben: f = 10,z

= 3, Unten: f = 1, = 2. Ne-

gative Funktionswerte werden durch gestrichelte Linien verdeutlicht, die Null-Linien sind

gepunktet.

229
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N2, R=Re
Frozen Core

Abbildung 5.11: Oben: ADF-Energiegradient im Frozen-Core-Bild vom Ny am Gleich-
gewichtsabstand. Hohenlinienwerte analog Abb. 5.9 auf Seite 228. Unten: Differenz der
ADF-Gradienten Allelektronen — Frozen-Core. Dunkle Bereiche entsprechen positiven, hel-
le Bereiche negativen Funktionswerten. Auf Grund der Differenzbildung und der verwen-
deten Gitter ist die Qualitdt der Graphik nicht gut. Sie soll nicht als quantitatives Maf}
gelten, sondern nur einen Eindruck des Vorzeichenmusters der resultierenden Funktion ge-
ben. Die Funktionswerte im AuBenbereich (hellgrau-dunkelgrau) schwanken wenig um Null

und stellen ,,Rauschen” des Bildes dar.
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5. Nichtrelativistische Hellmann-Feynman-Kréfte und Energiegradienten

fiir den Gradienten in Bindungsrichtung R folgenden Ausdruck:

F(r,) = - = 7 <E(R> | @> her,

Dies entspricht {ibrigens dem Erwartungswert-Auswertungsschema (B1) aus Abschnitt 1.6,
wéhrend die HeFe-Kraft Schema (A1) entspricht. Am Gleichgewichtsabstand R., wo fiir
der Energiegradient Null ist, d.h. Og £ = 0, erhalten wir

F——E(R,)- <%%>

Der Unterschied der Elektronendichten bei All-Elektronen- und Frozen-Core-Rechnung sei

R=R.

naherungsweise durch ,,runde” s-artige Anteile an den Kernorten, d.h.

Aall—froz(p/N) ~ +c- <6—a|F—RA| + e—a\f"—ﬁm)
gegeben. Dies eingesetzt in die vorletzte Gleichung liefert nach Differentiation nach R 8
Fpallbe _ pircore o +0c E(R,) - <7] el Ral co5 9,4 + (1—mn) eI A5l og 6’3)> ,  (5.5)

also im Integranden eine Funktion, die gerade um die Kerne herum ihr Vorzeichen
wechselt und dort p-artige Beitrdage liefert. Obwohl jedoch die Dichtedifferenz zwischen
Allelektronen- und Frozen-Core-Rechnung z.B. beim Ny nach Abb. 5.8 auf Seite 227 einen
radialen Knoten in Kernnédhe hat, finden wir in der Differenz der Energiegradienten nur
das nach Gl. (5.5) zum dufleren (negativen) Dichtedifferenz-Bereich gehoérende Vorzeichen-
muster, das sich auch rdumlich viel weiter erstreckt als die entsprechende Differenz der
HeFe-Kraftterme, Abb. 5.8 auf Seite 227. Offenbar werden durch die Integraltransforma-
tionen, die zu Gl. (4.31) fithren, die sehr kernnahen Differenzdichteanteile unterdriickt, und
es setzen sich nur noch die weiter auflen liegenden Anteile durch (dies war z.T. ja auch der
Sinn mancher der Transformationen gewesen).

Im All-Elektronen-Bild finden wir i.d.R. um die Kerne ein im Gegensatz zum Frozen-
Core-Bild entgegengesetztes Vorzeichenmuster, d.h. Elektronendichte auf der dem Bin-

dungspartner zugewandten Seite eines Kerns erzeugt abstoflende Energiegradienten. Die

8Wir verwenden an beiden Zentren gleichgerichtete lokale Koordinatensysteme. Die Bindungsrichtung
sei R = Rp — EA, A ist der linke Kern, B der rechte. Wir legen das Molekiil entlang der z-Achse und
betrachten den z-Anteil der Kraft, d.h. ndz, + (1 —n)0z,.
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Elektronendichte in der Bindungsmitte ist in beiden Féllen allerdings abstolend, was nicht
mehr auf der Basis des HeFe-Theorems erkliart werden kann. Die Komplexitit der Gra-
dientenformel (4.31) macht eine einfache Interpretation der Gradienten schwierig. Die er-
haltenen Vorzeichenmuster kénnen nicht direkt vergleichbar mit denen der HeFe-Kréfte,
Abb. 5.5 auf Seite 220 und 5.6 auf Seite 221, sein, da nach Schema (B1) aus Abschnitt 1.6
nicht Ap, sondern —F - Orp die Gewichtung der einzelnen Raumbereiche fiir die Energie-

gradienten bestimmt. Wir erhalten fiir die Energieableitung an der Stelle R.:

1

Fe——FE.-(0
N (Orp)
1
=~ (B 0™ + B 0pp)

P mufl bei sphérischen Atomen im Pro-

Das Vorzeichenmuster der Funktion —F /N - Ogrp
molekiil genau dem der Funktion in Gl. (5.5) entsprechen, d.h. von p-artigem Charakter
mit negativen Funktionswerten in Richtung des Bindungspartners sein. Wegen der grofien
Vorzeichen von pP* gegeniiber Ap ist zu erwarten, dafl dieses Vorzeichenmuster die ge-
samte Funktion Orp dominiert. Dis ist tatséchlich der Fall, wir wir fiir Ny in Abb. 5.10
auf Seite 229 und auch bei den Goldverbindungen im néchsten Kapitel sehen konnen. Das
Vorzeichen der negativen Energieableitung ist dabei wegen des negativen Vorzeichens von
E stets das gleiche wie von dgp. Da im ADF-Energiegradienten nahezu alle Terme, die
sich zu Null aufintegrieren, im Vorfeld eliminiert werden sollten, ist zu erwarten, dafl der
grofle, aber zu Null aufintegrierende Anteil durch 0gpP™ im ADF-Energiegradienten nicht
zu sehen ist. Das ist in der Tat der Fall, und nur bei der Frozen-Core-Rechnung setzen sich
die zusétzlichen ,,runden” s-Anteile in der Dichte auch im Bild des ADF-Energiegradienten
durch. Der verbleibende Term in der Energieableitung nach Schema (B1) ist proportional
zu OgpAp. In Abb. 5.10 auf Seite 229 ist diese Funktion fiir Ny ebenfalls abgebildet. Von
einer Ahnlichkeit mit dem ADF-Gradienten kann allerdings immer noch keine Rede sein.

Auch bei groferen Kernabstédnden (Abb. 5.9 auf Seite 228 b und d) finden wir im Bild
der ADF-Gradienten um die Kerne herum immer das gleiche Vorzeichenmuster, abhingig
vom Typ (Allelektronen oder Frozen-Core) der Rechnung. Die zahlreichen Integraltransfor-
mationen, die zu der erwéhnten groffen numerischen Stabilitat des ADF-Gradienten fithren,
verursachen offenbar auch ein stets dhnliches Vorzeichenmuster der beteiligten Funktionen.
Interessanterweise zeigen die Bilder der ADF-Energiegradienten trotz der vielféltigen In-
tegraltransformationen und Umformungen zur Eliminierung von Anteilen im Integranden,
die zu Null aufintegrieren (s. Abschnitt 4.8), immer noch ein Bild grofier positiver und

negativer Anteile rechts und links der Kerne, die sich im Wesentlichen gegenseitig weg-
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heben sollten (und auch tun). Wir kénnen jederzeit das erhaltene Bild verindern, indem
wir zum Gradienten Null addieren, d.h. wir kénnen Funktionen mit groflen positiven und
negativen Beitrdgen hinzulegen, deren Integral iiber den gesamten Raum verschwindet.
Die Wahl einer solchen Funktion ergibt sich z.B. aus folgender Uberlegung: die Kern-Kern-
Abstoflungsenergie wird korrekterweise als Erwartungswert geschrieben:

nuc_i QAQB.
E _N< R p>

Differentiation nach R fiihrt auf die Kern-Kern-AbstoSungskraft

QaQB
Fnuc —
N - R?

wobei der 2. Term im Integranden zu Null aufintegriert und daher iiblicherweise weggelassen

<p - RaRP> )

wird. Ogp ist, wie wir oben schon gesehen haben, wegen der {iberwiegend s-artigen Beitriage
von p an den Kernorten eine Funktion mit groflen positiven und negativen Beitragen rechts
und links der Kerne. Es kann mit Einschrankungen das Bild der Energiegradienten in
Richtung eines mehr ,,chemischen” Bildes (d.h. mit Anziehung aus der Bindungsmitte)

verindert werden, wenn wir die Funktion

Frhift = QAQB (Orp) (5.6)

zum ADF-Energiegradienten hinzuaddieren. In Abb. 5.21 auf Seite 247 am Ende des Kapi-
tels haben wir fiir Ny und HCI die auf diese Weise veréinderten ADF-Gradienten abgebildet.
Wie man erkennen kann, wird im Allelektronenfall das ,,un-chemische” Vorzeichenmuster
um die Kerne herum nicht vollstéandig verdndert, doch reicht es nicht mehr so weit in die
Bindungsregion herein. Diese ist jetzt in beiden Féllen anziehend und entspricht so mehr
der chemischen Intuition als die unveréinderten ADF-Gradienten. Im Frozen-Core-Bild des
ADF-Gradienten unter Einbeziehung von (5.6) erhalten wir eine anziehende Bindungsregi-
on bis an die Kerne heran und abstoflende riickwértige Bereiche der Atome. Insbesondere
besteht aber nun in dem verdnderten Energiegradientenbild bei der Allelektronenrech-
nung tatsichlich eine gewisse, wenn auch entfernte Ahnlichkeit mit der Funktion dzAp in
Abb. 5.10 auf Seite 229, die nach obigen Ausfithrungen eigentlich das Vorzeichenmuster
und die rdumlichen Beitrdge des Energiegradienten bestimmen sollte. Wir stellen daher
fest, da eine Interpretation der ADF-Energiegradienten zwar in einfachen Féllen (Nj)
moglich ist, die Gradienten aber in undurchsichtiger Weise 1. doch noch Anteile enthalten,
die keinen Beitrag zum Gesamtintegral liefern, und 2. durch Integraltransformationen das

einfache Bild nach Schema (B1) deutlich verzerren.
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Abbildung 5.12: Elektronen-Differenzdichte fiir Ny und HCI bei einem gréfSeren Kernab-
stand als R,. Kernabsténde: N, : R = 1.500A, HCl: R = 1.700A. Zu weiteren Details siche
die Legende von Abb. 5.4 auf Seite 219.
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HCI

Abbildung 5.13: Differenzdichte-Anteil der HeFe-Kern-Elektron-Anzeihung F “"Ap mit
n = 1/2 fiir Ny und HCI bei R > R,. Siehe Gl. (5.1) auf Seite 206. Kernabsténde: No:
R = 1.500A, HCI (Cl links): R = 1.700A). Zu weiteren Details siche die Legende von
Abb. 5.6 auf Seite 221.
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Bedeutung der Rumpf-Polarisation

5.5 Raumliche Beitrige zu Hellmann-Feynman-
Kriften bei N, und HCI und die Bedeutung der

Rumpf-Polarisation

Zur Bestimmung der Beitrédge von Elektronendichte aus unterschiedlichen Raumbereichen
zur HeFe-Kraft bei unterschiedlichen Kernabsténden haben wir nach Gl. (5.4) fiir N und
HCI um die Kerne N, H und Cl auf einem Radialgitter die Kraft iiber Kugelschalen in-
tegriert und in Abb. 5.14 auf der néchsten Seite graphisch gegen r, aufgetragen. Man
erkennt in allen Fillen die erwiinschte Kompensation der Kern-Kern-Abstoflung durch die
im Wesentlichen promolekulare Dichte am Nachbaratom. Entsprechend Gl. (4.9) kann nur
Dichte innerhalb eines Radius” um den Referenzkern, der dem Bindungsabstand entspricht,
zur Kompensation der Kern-Kern-Abstofung beitragen. In den Graphiken ist zu erkennen,
dafl eben nur bis zu einem Radius 74 < Rap anziehende Kraft-Anteile im Integral auftre-
ten, fiir r4 > R4p iiberkompensiert die Kern-Kern-Abstolung die Anziehungskréfte, wobei
fiir die promolekularen Elektronendichten stets am Ende eine Abstoflung {ibrigbleibt. Die
Wahl von (5.2) zur Einbeziehung der Kern-Kern-Abstofung in die Analyse der HeFe-Kraft
erscheint in diesen Bildern sinnvoll.

Die im Promolekiil noch ,,fehlenden” Anziehungskrifte, die letztlich die chemische Bin-
dung bewirken, sind durch die molekulare Differenzdichte vermittelt. Bei den hier unter-
suchten Molekiilen am Gleichgewichtsabstand ist an Hand von Abb. 5.14 auf der néchsten
Seite zu erkennen, da die Kraft-Anteile durch Differenzdichte, F»?, beim N, tatsichlich
im Wesentlichen durch die Polarisation der Dichte im rédumlichen Ausdehnungsbereich
der atomaren K-Schale, und zu einem wesentlich geringeren Anteil durch Differenzdichte
im Bindungsbereich und weit ,hinter” den Kernen verursacht wird ?. Dabei wirkt die Bin-
dungsladung auf jeden Fall bindend, ihr Anteil am Differenzdichteeffekt ist jedoch scheinbar
klein gegen den der Rumpfpolarisation bzw. wird durch Abstofung hinter den N-Kernen
kompensiert.

Beim Cl im HCI treten im kernnahen Bereich sehr grofie Kraftbeitrige durch die Pola-
risation der Rumpfdichte auf, die aber von Schale zu Schale entgegengesetztes Vorzeichen
haben. Dieser Sachverhalt war auch schon in Abb. 5.7 auf Seite 224 an der kernnahen p-
Dichte abzusehen und wurde bereits im letzten Abschnitt kurz erwédhnt. Grofle anziehende

Krifte durch Dichtepolarisation im rdumlichen Bereich der K-Schale werden offenbar durch

9Dabei ist allerdings zu bedenken, dafl auch kleine bindende Anteile letztlich fiir das endgiiltige Zu-

standekommen der Bindung wichtig sind.
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Abbildung 5.14: Radial iiber Kugelschalen um einen Kern A aufintegrierte promolekulare
(F%°), Differenzdichte- (F4*) und Gesamt- (F*) Hellmann-Feynman-Kraft auf A nach GI.
(5.4) im HCI- (obere beide Abb.) und Ny-Molekiil (untere Abb.) am Gleichgewichtsabstand
R.. Man beachte die logarithmische Skala. Die Symbole K, L, R/2 und R kennzeichnen
die rdumliche Ausdehnung der atomaren K- und L-Schalen, sowie den halben und vollen
Bindungsabstand. Beim HClist R = 1.29A, beim N, ist R = 1.11A. Negative Kraftbeitriige
entsprechen einer Anziehung. Der Differenzdichteanteil zur Kraft ist fiir N und Cl am Ende

des Kapitels als Hohenliniendiagramm aufgezeichnet (Abb. 5.18 auf Seite 244).
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Bedeutung der Rumpf-Polarisation

eine entgegengesetzte Polarisation der Dichte im Bereich der L-Schale nahezu aufgehoben
(s. auch Abb. 5.7 auf Seite 224). Dies ist ein Phédnomen, welches durch die durch das Pau-
liprinzip verursachte Schalenstruktur der Atome erkldart werden kann. Eine vereinfachte
Betrachtungsweise ist folgende: Dichtepolarisation im Bereich der K-Schale in Bindungs-
richtung fiihrt wegen der notwendigen Orthogonalitéit von K- und L-Schale zu einem ,,Aus-
weichen” der Dichte im Bereich der L-Schale in die entgegengesetzte Richtung, wéhrend die
M-Schale wieder in Bindungsrichtung polarisiert ist. Je zwei aufeinanderfolgende Rumpf-
schalen sind in entgegengesetzter Richtung polarisiert. Als Gesamteffekt verbleibt nur eine
vergleichsweise geringe Kraft durch Rumpfpolarisierung aus dem gesamten Rumpfbereich

(K- und L-Schale), die mit den kernnahen Beitrédgen im Ny vergleichbar ist.

Im HCI sind beim Gleichgewichtsabstand die Effekte von Rumpf- und Nachbaratom-
Polarisierung von gleicher Gréflenordnung, d.h. hier trifft die Aussage der Bindungs-
Analyse von Maslen/Spackman schon nicht mehr zu. Allerdings ist zum einen der Bin-
dungspartner des Cl, ndmlich H, als eher untypisch anzusehen, zum anderen ist auch der
Bereich hinter dem Cl-Kern, wohl hauptséichlich ein Beitrag durch die Orientierung des
Atoms (vgl. auch Abb. 5.1 auf Seite 208), anziehend und summiert sich mit der Bindungs-
kraft auf.

Die Analyse der Kraftbeitrdge beim H-Atom zeigt, dafl fiir das H noch am ehesten
die klassische Lehrbuchvorstellung von der die Kraft alleinig verursachenden Bindungsla-
dung haltbar ist. Die anziehenden Beitrage zu Fy durch Differenzdichte entstehen recht
gleichméBig durch Dichteverschiebung im Bereich des H-Kerns in Richtung Bindungsmit-
te als auch durch Valenz-Polarisierung beim Cl. Der vergleichsweise kleine Raumbereich
des Cl-Rumpfes tragt bzgl. der Kraft auf H nur wenig bei, schirmt doch die Dichte dort
im Wesentlichen die Kern-Kern-Abstoung ab. Da es beim H keine Rumpfschalen (au-
Ber denen des Nachbaratoms) gibt, kann die Dichte des H-Atoms im Molekiil {iber einen
weiten Bereich in gleicher Richtung polarisiert sein. Dies fiihrt zu vergleichsweise starken
Dichte-Verschiebungen und Anziehungskréaften im Bereich des H, die auch im F;-Kraftbild
noch recht gut zu erkennen ist. Fiir die in Abb. 5.14 auf der vorherigen Seite dargestellten
Kriifte ist der Anteil von F'2? bei Atomen mit ,,chemisch inerten” Rumpfschalen recht grof.
Wihrend beim Ny der groBite Anteil zu F2° von der Rumpfpolarisation stammt, triagt diese
beim Clin HCI etwa die Hilfte zum gesamten F? bei. Lediglich beim H in HCI betont das
Kraft-Bild in lehrbuchméBiger Weise den Bindungsbereich, wobei sich aber zur Diskussion
der Krifte am Gleichgewichtsabstand im Grunde genommen kein Anteil vernachlissigen
1aBt. Wie in den Abb. 5.15 auf der néchsten Seiteund 5.16 auf Seite 240 zu erkennen ist, kann
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Abbildung 5.15: Radial aufintegrierte HeFe-Gesamtkraft F** nach Gl. (5.4) (obere Abb.)
und der Differenzdichteanteil F2? (untere Abb.) fiir N, bei verschiedenen Kernabstinden.

Der berechnete Gleichgewichtsabstand betréigt R = 1.11 A. Negative Kraftbeitriige ent-
sprechen einer Anziehung.
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Abbildung 5.16: Radial aufintegrierte Gesamt-HeFe-Kraft F{)' und ihr Differenzdich-
teanteil Fép nach Gl. (5.4) fiir HCI bei unterschiedlichen Kernabsténden. Der berechnete
Gleichgeweichtsabstand betrigt R = 1.29 A. Negative Kraftbeitrige entsprechen einer An-

ziehung.

sich das Kraft-Bild bei Verédnderung des Kernabstands erheblich &ndern. Dafl die Raum-
regionen mit ry > R/2 beim Ny am Gleichgeweichtsabstand praktisch nichts zur Kraft
beitragen, wird offenbar durch ein Wegheben positiver und negativer Beitrdge rechts und
links der Kerne bei diesen Abstinden bedingt. Die starken Differenzdichte-Kraft-Anderun-
gen auch bei groferen ry bei Anderung des Kernabstands sind ein Beleg dafiir, daf§ weiter

vom Kern entfernte Raumbereiche ebenfalls wichtige nichttriviale Beitrige zur HeFe-Kraft
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liefern.

Offenbar verursachen Dichtednderungen — sowohl im Rumpf- als auch im Valenzbe-
reich — bei der Molekiilbildung grofe Kraft-Anderungen, d.h. die Topologie der Elektro-
nendichte im Valenz- und Bindungsbereich hat entgegen den Behauptungen von Spackman
und Maslen in [142] einen erheblichen Einfluf auf die Kraft.

Die radial aufintegrierten Krifte in Abb. 5.15 auf Seite 239 und 5.16 auf der vorherigen
Seite enthalten fiir gréflere 1y Anteile aus unterschiedlichen gleich weit vom Referenzkern
entfernten Regionen wie etwa Bindungsmitte und ,,Riickseiten” der Atome. Gerade beim
N, erkennen wir aber in Abb. 5.6 auf Seite 221 und 5.18 auf Seite 244 anziehende Krafte
in der Bindungsmitte und abstoflende Krifte auf den Atomriickseiten, die sich wohl z.T.
gegenseitig wegheben. Es ist daher sinnvoll, diese Bereiche oder zumindest einen davon
getrennt aufzuintegrieren, um den tatsédchlichen Beitrag z.B. der Bindungsmitte erfassen
zu konnen. Hierzu ist das im einleitenden Abschnitt dieses Kapitels erwdhnte Boerrigter-
Gitter geeignet. Wir haben in Abb. 5.17 auf der néchsten Seite die von uns verwendeten
Boerrigter-Gitter graphisch dargestellt und in verschiedene chemisch relevante Teilberei-
che untergliedert. In Tabelle 5.2 auf Seite 243 sind die Teilintegrale der Kern-Elektron-
Anziehung und ihres Differenzdichtebeitrags fiir Ny und HCI am Kraft-Nullpunkt aufgeli-
stet. Wir erkennen, dafl die Dichtepolarisierung der kernnahen Bereiche zwar jeweils den
dominanten Anteil der Anziehungskrifte liefert, die Beitrage der anderen Raumbereiche
(auBler W) sind aber z.T. von gleicher Griéfienordnung. Differenzdichte in Bindungsmitte
und im duBerem Bindungsbereich (B+V) liefern beim Ny nahezu eine gleich grofie Anzie-
hung wie die Rumpfpolarisierung, die die Abstoung durch Differenzdichte in den Berei-
chen hinter den Kernen und weiter entfernt iiberkompensiert. Beim HCI finden wir &hnli-
che Verhéltnisse der verschiedenen Beitrége: hier stammt die (gegeniiber dem Promolekiil)
tiberschiissige Anziehung aus der Bindungsmitte (B) und den riickwértigen Bereichen der
Atome (AR), wobei bei letzteren die Anziehung von der Cl-Riickseite den hauptséchlichen
Beitrag liefert (von der weiter entfernten H-Riickseite resultiert leichte Abstofung). Auch
beim HCI ist die Summe von B und AR von gleicher Gréfie wie die Rumpfpolarisierungs-
anteile. Insbesondere in der Darstellung mit n™™ = Qp/(Qa + Qp) liefern zentraler und

auBerer Bindungsbereich die dominanten Anteile zur Anziehungskraft Fﬁg .

Trotz der 1/r*-Abhingigkeit des Integranden in Gl. (5.4) finden wir w.U. betrichtliche
Kraft-Anteile und wie schon gesehen auch Kraft-Anderungen im Valenzbereich und in der
Bindungsregion der untersuchten Molekiile. Andererseits ist wohl besagter 1/r2-Term dafiir
verantwortlich, dafl im Gegensatz zur Energieberechnung die kernnahen Dichteanteile iiber-

haupt so stark betont werden, daf} sie fiir die Kraftberechnung essentiell sind. Die Rumpf-
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Abbildung 5.17: Unterteilung des Raumes fiir lineare homonukleare (oben) und heteronu-
kleare (unten) zweiatomige Molekiile in chemisch relevante Bereiche: R1, R2: Rumpf- und
innerer Valenzbereich der beiden Atome, R2': riickwértiger Bereich des kleineren Atoms, B:
Bindungsmitte, V: dulerer Bindungsbereich und Valenzregion, AR: weiter entfernter Bin-
dungsbereich und Riickseiten der Atome, W: weit auflen liegende Regionen. Oben rechts
ein Gitter fiir Ny, unten rechts fiir HCI, CI links. Gewéhlte Radien in den Beispielen: N:
R1=R2=0.6 a.u., Cl: R1=0.8 a.u., H: R2=0.4 a.u..
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5. Nichtrelativistische Hellmann-Feynman-Kréfte und Energiegradienten

polarisierung ist in den untersuchten Beispielen der dominante Term, jedoch beileibe nicht
der einzig wichtige. Die Topologie der Differenzdichte beeinfluft offenbar hauptsichlich die
,,aufseren” Beitrdge zur HeFe-Kraft, die in ihrer Summe von gleicher Griffenordnung sein
konnen wie der Rumpfpolarisierungsanteil. Standard-Basissdtze sind typischerweise nicht
in der Lage, die Dichtepolarisierung im Rumpf fiir eine Kraftrechnung genau genug wieder-
zugeben. Hinzu kommt, dafl die Kraftrechnung erheblich sensitiver beziiglich Fehlern in der
Wellenfunktion bzw. der Elektronendichte ist als die Energierechnung. Man mufl sowohl
in Rumpf- als auch Valenzbereich geniigend hohe Flexibilitdt der Basis sicherstellen, um

HeFe-Kréfte mit zufriedenstellender Genauigkeit ausrechnen zu koénnen.

Tabelle 5.2 Raumliche Beitrdge in atomaren Einheiten zum gesamt-elektronischen und
Differenzdichte-Anteil der HeFe-Kraft (in Hartree/bohr) und zur Elektronen- (Differenz-)
Dichte bei Ny und HCI am Gleichgewichtsabstand R.. Die Raumbereiche, iiber die hier
die Teilintegrale aufgelistet sind, sind in Abb. 5.17 auf der vorherigen Seite beschrieben.
Fyist Fyp mit n = 1, Fg ist Fug mit n = 0. Fiir Fup wurden die symmetrisierenden
Eichparameter verwendet, d.h. n = 1/2 (N3) bzw. = 1/18 (HCI).

Ny | p Np  FY O FY" Ry Faf Fg R’

R1 | 24286 0.0173 -1.2806 -1.0006 -2.5888 -0.5159 -3.8969 -0.0312

R2 | 24286 0.0173 -3.8969 -0.0312 -2.5888 -0.5159 -1.2806 -1.0006

B 0.2337  0.0546  -1.5144 -0.3519 -1.5144 -0.3519 -1.5144 -0.3519

\Y% 4.0836  0.0418 -7.8708 -0.4655 -7.8708 -0.4655 -7.8708 -0.4655

AR | 4.2146 -0.0190 3.2694 0.5374  3.2694 0.5374  3.2694  0.5374

W | 0.6109 -0.1120 0.0818  0.0100  0.0818  0.0100  0.0818  0.0100

> | 14.0000 0.0000 -11.2115 -1.3019 -11.2115 -1.3019 -11.2115 -1.3019

HCL| Ap  F§  FY Pl Fif Fg R
R1 | 10.0115 -0.0029 -0.4291 -0.3157 -1.5975 -0.0167 -1.6663  0.0009
R2 0.0609 0.0122  -0.1757 -0.0368 -0.0689 -0.0456 -0.0626 -0.0462
R2" | 0.1443 -0.0012 -0.3259 -0.0108 0.0713 -0.0217  0.0947 -0.0224
0.2429  0.0309 -2.1746 -0.1853 -0.3317 -0.0506 -0.2233 -0.0426
3.9762  0.0583 -9.2114 0.1704 -1.2475 -0.0480 -0.7791 -0.0608
3.5096 -0.0835 9.4645 -0.1389 0.3436  -0.0288 -0.1929 -0.0223
0.0546 -0.0138 0.0215 -0.0041 0.0003 -0.0003 -0.0009 -0.0001
17.9999 0.0000 -2.8307 -0.5211 -2.8303 -0.2116 -2.8303 -0.1934

M=% <
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HCI

Abbildung 5.18: Differenzdichteanteil der HeFe-Kern-Elektron-Anziehung mit n = 1 fiir
Ny und HCI, d.h. es wird die Kraft auf den linken Kern betrachtet. Zu weiteren Details
siehe die Legende von Abb. 5.6 auf Seite 221.
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Abbildung 5.19: Kernnahe Beitriige des Kern-Elektron-Anziehungsintegrals F§ fiir N
in Ny (oben) und Cl in HCI (unten). Wir sehen in den Bildern hauptséchlich den durch
die Rumpfpolarisierung verursachten Differenzdichteanteil zu F§, vgl. Abb. 5.14 auf Sei-
te 237. Die Linien resultieren aus der analytischen Integration der gefitteten p-Dichten
nach Abb. 5.7 auf Seite 224, die Punkte wurden durch numerische Integration von Fjlp
auf einem sehr feinen radialen Gitter erhalten. Die Ubereinstimmung ist ein Beleg dafiir,
dafl die durch den Fit bestimmten p-Dichten die tatséichlich vorliegenden Verhiltnisse in

verniinftiger Weise wiedergeben.

245



5.5. Raumliche Beitrédge zu Hellmann-Feynman-Kréften bei Ny und HCI und die
Bedeutung der Rumpf-Polarisation

.L{.-'. foo=
c () s
,@ﬁm 1
=

3 PO
P . (7 \\\\
/ — 3 > — <
N = - /r\ N
!’l(\ 1EER
A\ Y Uy n, ¥
\ \ \ “ NI I '
N A AN a_’
TR G U NP
S HORNS IN N

Abbildung 5.20: HeFe-Kern-Elektron-Anziehung F°p (oben) und F'Ap (unten) mit dem
symmetrisierenden Eichparameter ™™ = Qy/(Qu + Q) = 1/18 fir HCI (Cl links). Zu
weiteren Details siehe die Legende von Abb. 5.5 auf Seite 220.
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All-Elec.
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Abbildung 5.21: ADF-Energiegradienten nach Gl. (4.31) unter Einbeziehung der Funk-
tion Gl. (5.6), S. 233, fiir eine Allelektronen- (oben) und Frozen-Core-Rechnung (mitte) an
Ny und eine Allelektronenrechnung an HCI (unten, Cl links). Die diinnen vertikalen Linien
markieren die Position der Kerne. Die Einbeziehung von (5.6) erzeugt ein mehr ,,chemi-

sches” Kraft-Bild. Zu weiteren Details siche die Legende von Abb. 5.9 auf Seite 228.
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5.6 Vergleich der verschiedenen Kraft-Bilder

In der folgenden Tabelle 5.3 werden noch einmal die verschiedenen Bilder, in denen wir die
intramolekularen Kréfte und Energieableitungen dargestellt haben, miteinander verglichen.
Der Schwerpunkt der Analyse lag dabei in diesem Kapitel bei den Hellmann-Feynman-
Kraften.

Tabelle 5.3 Vergleich der verschiedenen Kraft-Bilder, die in diesem Kapitel am Beispiel

von Ny und HCI untersucht wurden.

Interpretation von Energiegradienten und HeFe-Kraften

Schema Beschreibung Wesentliche Beitrage Kommentar
verursacht durch
einfache Interpretation,
: : Berlin-Diagramme,
Ap; dominanter Ameﬂ numerisch sehr empfindlich,
Hellmann- durch Rumpf-Polarisierung, .
(A1) . . Ap, molekiilspezifisch,
Feynman-Kraft Topologie von Ap ist lekulare Dick
ebenfalls bedeutend promoleiculare Lichte
kompensiert Grofiteil
der Kern-Kern-AbstoBung
Am Gleichgewichtsabstand:
Vollstandige Ableitung (Gesamtkraft Null) Kenmtris von dp niti
(B1) der molekularen Energie Dichteanderung drAp, 90\ molekﬁlsRle)ziﬁsc%
nach den Kernkoordinaten Beitrdge im Valenz- und REP P
Bindungsbereich
Schema Bl fiir ADF z.Tl. durch drAp, E}Eiihrztt;?i{gr?rsli?viii?b-7
ADF- in numerisch stabiler Form, | undefinierte weitere Beitréige, nurrll)erisch <ol s tabilg’
Gradient auch fiir approx. Frozen-Core-Einfluf ist bei verscl Molekiileri
Elektronendichten systematisch <ol éihnl'iche Bilder
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Kapitel 6

Relativistische Energien,
interatomare Krifte und
relativistische

Bindungslangeninderung

schweratomhaltiger zweiatomiger
Molekiile

6.1 Kapiteliibersicht

e Die in das ADF-Programm implementierte spin-gemittelte DPT-Methode zur Be-
rechnung relativistischer Energiesinderungen liefert fiir die untersuchten zweiatomigen
Molekiile zufriedenstellende Resultate, die in guter Ubereinstimmung mit Ergebnis-
sen anderer Autoren sind (Abschnitt 6.3).

e Fiir schweratomige Systeme ergibt ein einfaches LDA-Dichtefunktional erstaunlich
gute Resultate (Abschnitt 6.3).

e Relativistische Anderungen von HeFe-Kriiften kénnen auf einem leichten Nachbar-
atom eines ,relativistischen” Schweratoms in guter Genauigkeit berechnet werden
(Abschnitt 6.3 und 6.5). Sie sind damit einer detaillierten Analyse zugénglich. Ein

Vergleich mit anderen Auswertungsschemata demonstriert die Aquivalenz der ver-
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schiedenen unterschiedlichen mathematischen Formulierungen und paradoxen physi-

kalischen Interpretationen an schweratomhaltigen Molekiilen.

e Der promolekulare Beitrag zur relativistischen Krafténderung ist bei relativistisch
kontrahierten Atomen immer anziehend (= bindungsverkiirzend), bei relativistisch
expandierenden Atomen abstoflend. Verglichen mit der gesamten relativistischen

Kraftdnderung ist der promolekulare Beitrag jedoch ziemlich klein (Abschnitt 6.6).

e Die relativistischen ADF-Energiegradienten liefern vergleichsweise einfach struktu-
rierte Graphiken, die aber keine Korrespondenz zu den berechneten Differenzdichten
zeigen. Sie werden sehr stark durch die Grofie des Frozen-Cores beeinflufit. Eine ein-
fache Interpretation ist nicht moglich (Abschnitt 6.7).

e In Abschnitt 6.8 geben wir eine tabellarische Ubersicht iiber die verschiedenen Aus-

wertungsschemata, die in Abschnitt 6.5 untersucht werden.

6.2 Einleitung

In Kapitel 3 haben wir gesehen, daf3 die relativistischen Effekte von Atomorbitalen bei
Atomen mit schweren Kernen betrichtlich sein kénnen. Fiir Verbindungen mit Atomen
ab der 6. Periode konnen relativistische ,,Korrekturen” zu Bindungsenergien, Ionisie-
rungspotentialen und Elektronenaffinitéiten einen Anteil in der Gréflenordnung von einem
eV (~ 10% kJ/mol) ausmachen. Relativistische Korrekturen von Bindungsléingen kénnen
mehrere Zehntel A betragen, Dipolmomente kénnen sich relativistisch um mehrere De-
bye gegeniiber einer nichtrelativistischen Beschreibung éndern (z.B. bei Goldverbindun-
gen [118,122,165-168]). Zu den bekannten periodischen Eigenschaften leichter Elemente
gesellen sich bei schweren Atomen neue Trends, die teilweise oder vollsténdig durch rela-
tivistische Effekte verursacht werden (s. Kapitel 3.6 und z.B. [80,128,169,170]). Dies sind
Effekte, deren Groflenordnung bei Systemen mit schweren Atomen die Fehlerschranken
von Standard-Rechenverfahren (u.U. um ein vielfaches) iiberschreiten. Die Verwendung
nichtrelativistischer Methoden zur Beschreibung solcher Systeme kann daher selbst auf
qualitativem Niveau schon unrichtige Resultate liefern, weshalb bei ihrer Berechnung der

relativistische Formalismus unbedingt notwendig ist !. Die durch Relativistik bei Schwera-

'Selbtverstindlich hingt die Notwendigkeit der korrekten relativistischen Beschreibung von der an-
gestrebten Rechengenauigkeit ab. Bekanntlich sind zum Erreichen spektroskopischer Genauigkeit bei der

Berechnung der Bindungsenergie des Ho-Molekiils ebenfalls relativistische Korrekturen unabdingbar. Die
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6. Relativistische Energien und Kréfte schweratomhaltiger Molekiile

tomen erzeugten periodischen Trends schlagen sich auch in den Eigenschaften und Re-
aktivitdten ihrer Verbindungen nieder. Studien relativistischer Effekte, d.h. der Vergleich
von relativistischer und konventioneller nichtrelativistischer Rechnung, an Molekiilen mit
Schweratomen sind daher eine Quelle wichtiger Informationen iiber evtl. ungewohnte oder
neue, durch Relativistik verursachte Eigenschaftstrends solcher Verbindungen.

Die Interpretation solcher Ergebnisse im Hinblick auf eine Beschreibung der chemischen
Bindung etwa in Begriffen wie Elektronendichte, Bindungsladung, interatomare Kriéfte,
Valenzschalen- und Rumpfschaleneffekte, etc. liefert ein detailliertes, wenngleich auch u.U.
kompliziertes, realistisches Bild der chemischen Wechselwirkungen in schweratomigen Sy-
stemen. Eine Analyse, basierend auf der Aufspaltung von Elektronendichte in relativisti-
sche und nichtrelativistische promolekulare und Differenzdichte-Anteile, ergibt ein Bild der
chemischen Bindung, welches eine Unterteilung in atomare und molekulare relativistische
Effekte zulafit und evtl. die Anwendung von Faustregeln iiber periodische Trends, basierend
auf Studien atomarer relativistischer Effekte, gestattet.

Das chemische Kraft-Konzept kann konzeptuell problemlos auf die relativistische Be-
schreibung tibertragen werden (s. Abschnitt 4.6) und erlaubt z.B. Einblicke in das Zustan-
dekommen der bei schweratomhaltigen Molekiilen so haufig auftretenden und i.d.R. deut-
lich ausgeprégten relativistischen Bindungsldngenverkiirzung (RBLV) durch skalar-
relativistische Effekte. Die Analyse der RBLV von goldhaltigen zweiatomigen Molekiilen
mit Hilfe der komplementdren Energie- und Kraft-Konzepte und die darauf aufbauende
paradoxe Beschreibung der RBLV wird im Wesentlichen das Thema dieses Kapitels sein.
Zur Berechnung der relativistischen Korrekturen von Energie- und Elektronendichte wur-
de der in Abschnitt 2.7.3 beschriebene und von uns in das ADF-Programm implementier-
te spin-gemittelte Formalismus der direkten relativistischen Storungstheorie erster
Ordnung (FO-DPT) verwendet. Damit kénnen z.Zt. in stérungstheoretisch relativistisch
niedrigster Ordnung die Gesamt- und Orbital-Energie- sowie Elektronendichtekorrekturen
im Rahmen von LDA-Dichtefunktionalmethoden fiir Molekiile berechnet werden, die bei
Verbindungen mit Atomen bis einschliefllich der 6. Periode qualitativ (und oft auch quan-

titativ) richtig die relativistischen Korrekturen dieser GroBen darstellen. Die relativistische

Fehler von mit geeigneten nichtrelativistischen Standard-Rechenmethoden berechneten Bindungsenergien
und Molekiilgeometrien bei Verbindungen mit Atomen etwa der ersten drei Perioden werden durch Mit-
nahme relativistischer Effekte i.A. nicht wesentlich verkleinert, so dafl bei einem solchen angestrebten
Genauigkeitsniveau bei leichten Atomen eine relativistische Beschreibung nicht unbedingt né6tig ist. Bei
leichten Systemen ist die genaue Erfassung der Elektronenkorrelation meist wichtiger als die Beriicksich-

tigung relativistischer Effekte.
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Anderung von Elektronendichten stellt einen Zugang zur relativistischen Anderung von
intramolekularen Hellmann-Feynman- (HeFe-) Kréften dar.

In Abschnitt 6.3 werden wir fiir AuX, X=H, Li, F, Cl, Au mit der spin-gemittelten
DPT relativistisch korrigierte Potentialkurven berechnen und die erhaltenen Daten mit
Ergebnissen anderer Autoren und experimentellen Werten vergleichen. Im darauf folgen-
den Abschnitt 6.4 werden wir einige allgemeine Aspekte der RBLV und die Interpretationen
verschiedener Autoren diskutieren. Abschnitt 6.5 ist der Interpretation von relativistischen
Energie- und Kraftdnderungen und der RBLV in verschiedenen Bildern gewidmet. Zum
Vergleich der Krafténderungen mit den ADF-Gradienten (s. Kap. 4.8.2) fithren wir in
Abschnitt 6.7 auch relativistische Kraftdnderungen auf Basis dieser sog. ,,exakten Energie-
gradienten” an. Der Analyse relativistischer Kraftdnderungen auf der Basis promolekularer
relativistischer Elektronendichteéinderungen ist Abschnitt 6.6 gewidmet. Im abschlieBenden
Unterkapitel 6.8 werden wir die verschiedenen Bilder, mit denen relativistische Energie- und
Kraftinderungen dargestellt werden kénnen, abschlieend tabellarisch miteinander verglei-
chen und noch einmal die wichtigsten EinflufiSfaktoren nennen.

Wir verwenden in diesem Kapitel der Bequemlichkeit halber die Schreibweise A =
S AD  nicht > ADAD fiir die Storentwicklungen bestimmter Grofien A nach einem
Storparameter A, so z.B. p® und BE® fiir die relativistische Korrektur der Ordnung o?
von Elektronendichte und Bindungsenergie. Zur besseren Kenntlichmachung der zusam-
mengesetzten Gréfe A werden wir ferner auch die Schreibweise AW verwenden, wie etwa

bei BE™ fiir die relativistische Bindungsenergie.

6.3 Relativistische und nichtrelativistische Potential-
kurven von AuX, X=H, Li, F, Cl, Au

Wir wollen in diesem Abschnitt fiir einige Verbindungen des Goldes mit leichten Atomen
sowie Auy mit ADF auf FO-DPT-Niveau berechnete Potentialkurven vorstellen und zeigen,
daf} die spin-gemittelte DPT bei solchen Molekiilen in der Lage ist, das relativistisch kor-
rigierte Bindungsverhalten korrekt wiederzugeben. Fiir so-gebundene Schweratome (d.h.
solche der Gruppen 1, 2, 11 und 12) liefern spin-gemittelte relativistische Rechnungen
i.d.R. zufriedenstellende Bindungsenergien und -absténde (sowie die erwihnte RBLV, die
in der Literatur im Wesentlichen den skalar-relativistischen Effekten zugeschrieben wird),
wiahrend bei den Atomen der 13.-17. Gruppe die Bindungseigenschaften empfindlich von
der Spin-Bahn-Aufspaltung der Valenz-p-Schale beeinflufit wird, wobei — wie wir bereits
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in Kapitel 3 gesehen haben — sich p; - und ps/,-Valenzschalen wesentlich verschieden
verhalten (und man bei einer erheblichen Beteiligung von ps/, an der Bindung auch ei-
ne relativistische Bindungslédngen-VergroBerung findet). Bei den Atomen der Gruppen 1,
2, 11 und 12 hingegen haben wir es héchstens mit spin-bahn-aufgespaltenen Schalen im
(duBeren) Rumpfbereich zu tun, wo sich pi/; und ps/, beziiglich der Radieneffekte gleich-
gerichtet verhalten (ndmlich relativistisch kontrahieren). Fiir solche p- (und auch d- und
f-Schalen) entsprechen die spin-gemittelten Orbitalradien in guter Naherung dem gewich-
teten Mittelwert der spin-bahn-aufgespaltenen Orbitalradien, und man erhélt mit spin-
gemittelten Rechnungen halb-quantitativ richtige Ergebnisse eben dort, wo feine Details

der Spin-Bahn-Aufspaltung keinen wesentlichen Einflufl auf das Bindungsverhalten haben.

Wir haben in Abbildung 6.1 auf der néchsten Seite die berechneten FO-DPT-
relativistischen und nichtrelativistischen Bindungsenergien von Au,, Aulii, AuH, AuF und
AuCl gegen den Kernabstand im Bereich der energetischen Minima aufgetragen. In allen
Féllen ist eine relativistische Verkiirzung (RBLV) des Gleichgewichtsabstands festzustellen.
Auy, AuLli und AuH werden energetisch relativistisch stabilisiert, wahrend bei AuF und

AuCl die relativistische Bindungsverkiirzung mit einer leichten Destabilisierung einhergeht.

In den Tabellen 6.2 auf Seite 256, 6.3 auf Seite 257, 6.4 auf Seite 257 und 6.5 auf
Seite 258 sind die aus den Potentialkurven bestimmten spektroskopischen Konstanten R,
D, und w, tabelliert und mit experimentellen Werten und theoretischen Daten anderer
Autoren verglichen. Am umfangreichsten sind dabei die Vergleichswerte fiir AuH und Aus,,
da diese héufig bei relativistischen Testrechnungen als ,,Benchmark-Molekiile” verwendet

werden.

Von van Wiillen ist 1995 eine DPT-Implementierung fiir den Dichtefunktionalcode des
quantenchemischen Programmpakets TURBOMOLE vorgenommen worden [111,112]. Er hat
in [111] Resultate von Allelektronen-FO-DPT-Rechnungen an AgH, AuH und Au, aufgeli-
stet. Im Vergleich mit unseren Daten finden wir eine insgesamt recht gute Ubereinstimmung
der berechneten relativistischen Korrekturen mit denen der DPT-Rechnungen von van
Wiillen. Es ist aber auch festzustellen, dafl bei Goldverbindungen die relativistischen Ener-
giekorrekturen erster Ordnung noch nicht die volle RBLV ergeben. Dies kann durchaus auf
die Vernachlédssigung der hoheren Ordnungen zuriickgefiithrt werden. Beim AgH (Tab. 6.6
auf Seite 258) errechnet man mit dem VWN-Becke-Perdew-Funktional den experimentel-
len Bindungsabstand, wihrend aber die experimentelle Bindungsenergie etwas iiberschéitzt

wird. LDA allein ist bei AgH nicht so zufriedenstellend. Bei den Au-Verbindungen dagegen
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Abbildung 6.1: Mit ADF (VWN + Stoll-Korrektur) berechnete nichtrelativistische
und FO-DPT-relativistische Bindungsenergien fiir AuX, X=H, Li, F, Cl, Au gegen den
Kernabstand R aufgetragen. Die Energieskala ist jeweils an der rechten Ordinate. Ne-
ben den aus Splines-Fits bestimmten Ableitungen von BE® und BE() nach R sowie
A F = —(0pBE™ — 0 BE©) ist auch die in ADF direkt aus p® berechnete relativi-

stische Anderung der HeFe-Kraft (F9'Arp) eingezeichnet. Die Kraft-Skala befindet sich
jeweils an den linken Ordinaten.
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unterschatzt das VWN-Becke-Perdew-Funktional offenbar die Bindungsenergie um einige
Zehntel eV, wihrend VWN allein einige Zehntel eV zu grofie Bindungsenergien ergibt. Wir
haben mit VWN+Stoll-Korrektur offenbar recht brauchbare Werte fiir die Bindungsenergi-
en der untersuchten zweiatomigen Au-Verbindungen erhalten. Es bleibt zu vermuten, dafl
bei Einbeziehung hoherer Ordnungen der relativistischen Korrekturen das VWN-Becke-
Perdew-Funktional insgesamt recht genau die experimentellen Daten reproduzieren kann.

Bzgl. der RBLV der Goldverbindungen kann mit FO-DPT offenbar wegen Vernachléssi-
gung der hoheren Ordnungen nur etwa 3/4 des Gesamteffekts errechnen, wobei die DPT-
Ergebnisse von uns und von van Wiillen vergleichbare Zahlenwerte liefern. Bei AuCl und
AuF sehen wir die auch schon von anderen Autoren berichtete Bindungskontraktion bei
gleichzeitiger Destabilisierung der Bindung.

Die mit ADF berechneten relativistischen Bindungskontraktionen und Stabilisierungen
in [46] und [152] scheinen teilweise erheblich zu grofl, wobei die relativistischen Werte selbst

z.T. gut mit dem Experiment vergleichbar sind. Dies konnte ein Defekt im nichtrelativi-

Tabelle 6.1 Lage R. in A, Tiefe D, in eV sowie Kraftkonstante £ in N/cm und w, in
cm~! der Minima der relativistischen Energiekurven BE() sowie die entsprechenden re-
lativistischen Korrekturen 6 geméafl Abb. 6.1 auf der vorherigen Seite und Vergleich mit
Experimentaldaten. Eigene FO-DPT Rechnungen mit LDA (VWN+Stoll-Korrektur). Fiir
einen detaillierteren Vergleich siehe Tab. 6.2 auf der néchsten Seite, 6.3 auf Seite 257, 6.4
auf Seite 257 und 6.5 auf Seite 258.

AuH Auli AuF AuCl Auw

Exp. D, | 3.36 2.91 3.0-3.7 (3.5) 2.31
D 3.31 2.98 3.65 3.25 2.61
5D 0.77 1.00  -0.35 -0.11 0.78
Exp. R, | 1.52 2.26 2.30 2.47
) 1.57  2.27 1.99 2.25 2.57
—6R 0.14 0.18 0.11 0.15 0.18
Exp. k. | 3.14 1.90 2.56 2.11
k) 2.71  0.88 2.69 2.21 1.75
ok 1.12  0.37 0.57 0.64 0.81
Exp. w. | 2305 690 530 383 101
w!" 2142 496 513 355 173
Sw 501 112 58 56 46
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stischen Code einer alten ADF-Version verursacht haben. Wir haben mit der aktuellen
ADF-Version die gleichen relativistischen Endresultate wie in [46] erhalten kénnen — bei
z.T'. erheblich kleineren relativistischen Korrekturen. Kraftkonstanten bzw. w, kommen bei
den meisten DFT-Rechnungen etwas zu klein heraus. Die DPT-Korrekturen erster Ord-
nung scheinen dabei ebenfalls den Gesamteffekt etwas zu unterschétzen.

In den Abbildungen sind neben den Energiekurven auch deren Ableitungen und
die daraus resultierende relativistische Anderung der intramolekularen Kraft A™F =
—dA™BE/dR eingezeichnet. Die Kriifte werden in einem spiteren Abschnitt (6.5) analy-
siert. Wir erkennen aber an dieser Stelle schon, dafl die RBLV offenbar durch eine anziehend
wirkende relativistische Kraft-Anderung A™ F verstanden werden kann. Fiir das Verhal-

ten der relativistischen Bindungsenergiekorrektur sind 4 verschiedene Grundmoglichkeiten

Tabelle 6.2 Experimentelle und berechnete spektroskopische Konstanten des AuH-
Molekiils. § = relativistische Korrekturen. D, in €V, R, in A, w, in cm™!. Eigene Ergebnis-
se beziehen sich auf die ADF-DPT-Implementierung. LDA meint das VWN-Funktional,
GGA ist VWN+Becke88+Perdew86, DK=Douglas-Kroll, ZORA= zeroth order regu-
lar approximation, ECP=relativistische effektive Pseudopotentiale, Pauli=Pauli-Operator,
PT=Stoérungstheorie, DPT=Direkte PT.

AuH
D, o R, —0 | we J
exp. [171] | 3.36 1.52 2305
diese Arbeit LDA | 3.44 0.78 | 1.55 0.16 | 2231 525
diese Arbeit LDA+Stoll-Korr. | 3.31 0.75| 1.57 0.16 | 2142 501
diese Arbeit GGA | 3.00 0.72 | 1.56 0.17 | 2162 541
DPT LDA [111] | 3.44 0.80 | 1.54 0.16 | 2233 505
DPT GGA [111] | 3.00 0.73 | 1.56 0.17 | 2157 516
HF+ECP [118] | 1.58 0.63 | 1.58 0.25| 2061 601
DK-CC [167] | 2.92 1.63 0.22 ] 2288 723
DK-MRDCI [167] | 3.13 0.94 | 1.52 0.20 | 2381 816
ADF GGA Pauli-variationell [46] | 3.27 1.61 | 1.563 0.20 | 2306 696
ADF Xa Pauli-PT [152] | 2.95 1.35|1.55 0.23 | 2241 537
MP2+ECP [168] | 2.91 1.01|1.51 0.20 | 2373 678
ADF ZORA LDA [95] | 3.78 1.14 | 1.53 0.18 | 2340 630
ADF ZORA GGA [95] | 3.33 1.05|1.54 0.20 | 2290 660
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Tabelle 6.3 Experimentelle und berechnete spektroskopische Konstanten des Aus-
Molekiils. § = relativistische Korrekturen. D, in eV, R, in A, w, in cm ™!, Eigene Ergebnis-
se beziehen sich auf die ADF-DPT-Implementierung. LDA meint das VWN-Funktional,
GGA ist VWN+Becke88+Perdew86, DK=Douglas-Kroll, ZORA= zeroth order regu-
lar approximation, ECP=relativistische effektive Pseudopotentiale, Pauli=Pauli-Operator,
PT=Storungstheorie, DPT=Direkte PT.

AU2
D, ) R, -0 We 0
exp. [171] | 2.30 2.47 191
diese Arbeit LDA | 2.67 0.79|2.55 0.18 | 178 47
diese Arbeit LDA+4Stoll-Korr. | 2.61 0.78 | 2.57 0.18 | 173 46
diese Arbeit GGA | 2.05 0.68 | 2.61 0.20| 160 45
DPT LDA [111] 2.69 0.74|2.51 0.18 | 183 48
DPT GGA [111] 2.04 0.61|2.58 0.19| 165 44
HF+ECP [118] [ 0.69 0.37 | 2.62 0.31 | 153 54
ADF GGA Pauli-variationell [46] | 2.57 1.15 | 1.563 0.28 | 188 63
ADF Xa Pauli-PT [152] 2.52 1.35|1.55 0.46 | 201 108
ADF ZORA LDA [95] | 2.92 0.82 | 1.53 0.23 | 193 56
ADF ZORA GGA [95] 2.26 0.7911.54 0.26 | 174 54

Tabelle 6.4 Experimentelle und berechnete spektroskopische Konstanten des AuCl-
Molekiils. 0 = relativistische Korrekturen. D, in eV, R, in A, we in em™h
Ergebnisse beziehen sich auf die ADF-DPT-Implementierung. LDA meint das VWN-
Funktional, GGA=VWN+Becke88+Perdew86, ECP=relativistische effektive Pseudopo-

tentiale, Pauli=Pauli-Operator, PT=Stoérungstheorie, DPT=Direkte PT.

Eigene

AuCl
D, ) R, — We O
exp. [171] | (3.5) 2.30 383

diese Arbeit LDA4Stoll-Korr. | 3.25 —-0.11|2.25 0.15| 355 56
HF+ECP [118] 1.66 —0.59|2.33 0.21 | 327 63

ADF GGA Pauli-variationell [46] | 3.09 +40.22 | 2.26 0.18 | 374 79
ADF Xa Pauli-PT [152] | 2.51 —0.26 | 2.31 0.13 | 386 25

257



6.3. Relativistische und nichtrelativistische Potentialkurven von AuX, X=H, Li, F, Cl, Au

Tabelle 6.5 Experimentelle und berechnete spektroskopische Konstanten fiir AuF und
Auli. § = relativistische Korrekturen. D, in eV, R, in A, w. in cm~'. Eigene Er-
gebnisse beziehen sich auf die ADF-DPT-Implementierung. LDA meint das VWN-
Funktional, GGA=VWN+Becke88+Perdew86, ECP=relativistische effektive Pseudopo-
tentiale, MRCI=Multi-reference CI, Pauli=Pauli-Operator.

AuF
D, ) R, -0 |we 6
exp. [172,173] | 3.0-3.7 530
diese Arbeit LDA+4Stoll-Korr. 3.66 —0.35]11.99 0.11| 513 58
relat. MRCI [172] 2.90 1.95 525
QCISD(T)+ECP [172] 3.15 1.94 539
HF+ECP [118] 1.69 —-0.77]2.01 0.16 | 498 74
ADF GGA Pauli-variationell [46] 3.69 +0.03|1.94 0.16 | 564 111

AulLi
D, 4] R, J we 0
exp. [171] 2.91 690
diese Arbeit LDA4Stoll-Korr. 2.98 0.7812.27 0.18 | 469 112
HF+ECP [118] 1.26 0.85]12.38 0.31|410 119
ADF GGA Pauli-variationell [46] 2.99 1.69|2.26 0.27 | 510 167

Tabelle 6.6 Berechnete spektroskopische Konstanten fiir das AgH-Molekiil und Vergleich
mit den FO-DPT-Daten von van Wiillen (TURBOMOLE) und experimentellen Werten. § =
relativistische Korrekturen. Die Ubereinstimmung der verschiedenenDPT-Ergebnisse ist
zufriedenstellend. LDA=VWN-Funktional, GGA=VWN+Becke88+PerdewS86.
AgH
D, ) R, =l We )
exp. [171] | 2.39 1.62 1760
diese Arbeit LDA | 2.85 0.24 | 1.60 0.06 | 1871 168
diese Arbeit GGA | 2.45 0.205 | 1.62 0.065 | 1728 170
DPT LDA [111] | 2.90 0.24 | 1.59 0.06 | 1866 156
DPT GGA [111] | 2.50 0.20 |1.62 0.06 | 1779 156
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Abbildung 6.2: Einfache Modelle fiir relativistische (r) und nichtrelativistische (0) Poten-
tialkurven (Bindungsenergien BE(R)). BE"™) = BE©®) + BE®_ A: harmonisches Bild ohne
Anderung der Kraftkonstanten k. A™ R = A™ F/k. Man bendtigt fiir eine Abschéitzung von
A™ R nur wenig Information. B: relativistisch und nichtrelativistisch verschiedene Kraft-
konstanten und Anharmonizititen. Die Abschiitzung von A™ R in B erfolgt am einfachsten
durch Auswertung von A™ /k bei einem geschitzten R,, = (R™ + R™)/2 beziiglich der
relativistischen Energiekurve. Man benétigt dazu die Ableitungen der Energiekurven an

den gekennzeichneten Stellen, d.h. A™ R muf im Grunde bekannt sein.

denkbar, von denen eine besonders hiufig ist. Aus dem Verhalten von BE® lassen sich
typische Effekte auf die relativistische Korrektur A™ R des Gleichgewichts-Kernabstands

R. und die Bindungsenergie D, voraussagen. Vgl. hierzu Tabelle 6.7 auf der néchsten Seite.

Der am héaufigsten vorkommende Fall ist eine relativistische Bindungskontraktion bei
gleichzeitiger energetischer Stabilisierung des Molekiils, wie sie etwa bei AuH und Aus
auftritt. Allerdings ist dabei zu beriicksichtigen, dafl energetische Stabilisierung und Bin-
dungskontraktion verschiedene Ursachen haben: iiber eine Stabilisierung/Destabilisierung
entscheidet das Vorzeichen von BE®) | iiber Kontraktion bzw. Expansion das Vorzeichen

von dBE® /dR. Eingehende Analysen der Herkunft der relativistischen Bindungsenergie-
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korrektur, berechnet mit Hilfe von E? = (U] H®| ) aus einzelnen Raumbereichen im
Molekiil, durchgefiihrt im Rahmen einer Doktorarbeit innerhalb der hiesigen Arbeitsgrup-
pe, haben gezeigt, dafl es eine lineare Beziehung zwischen der aufintegrierten molekularen
Differenzdichte im Bereich der K-Schale ? des Schweratoms der Kernladung Q und BE®)
gibt [46]:

BE® ~ —const. - Q* / dl-Ap® =0 bei Dichte-

K-Schale

{ Abnahme

Zunahme

} in der K-Schale

(6.1)

(Ap©: nichtrelativistische molekulare Differenzdichte, Q: Kernladung des Schweratoms).
Hierbei spielen nur s-artige Differenzdichteanteile eine Rolle, was vermutlich der Grund ist,
weshalb BE® trotz im Rumpfbereich wenig flexibler Basissitze mit zufriedenstellender
numerischer Genauigkeit ausgerechnet werden kann. Die Orthogonalisierung eines Valenz-
AOs auf einem Rumpf-AO des Nachbaratoms erzeugt im Bereich des Nachbar-Rumpf-AOs
einen Schwanz des Valenz-Orbitals, was zu einem Anstieg der Elektronendichte in diesem
Bereich durch die Orthogonalisierung fiihrt . Es ist nach [152] hauptséchlich dieser Anteil

2Mit dem ,,Bereich der K-Schale” ist der hauptsichliche rdumliche Aufenthaltsbereich der 1s-Elektronen
in dem betreffenden Atom gemeint. Das Pauli-Prinzip erzwingt die Orthogonalitéit der einzelnen Schalen
im Atom. Dies fiihrt zu inneren Dichte-Maxima der Valenz-AOs dort, wo die energetisch tiefliegenden
Rumpf-Elektronen sich haupstéichlich aufhalten. Die Lagen der inneren Knoten der Valenz-AOs zeigen

daher die rdumliche Begrenzung der Rumpfschalen an.
3Andere Effekte konnen dazu fithren, dafl Ap insgesamt im Rumpfbereich iiberwiegend negative An-

teile hat. Die energetischen Effekte, die bei Au-Verbindungen mit stark elektronegativen Liganden bei

Tabelle 6.7 Einflufl des Verhaltens der relativistischen Bindungsenergiekorrektur niedrig-
ster Ordnung, BE®(R), und deren Ableitung nach dem Bindungsabstand R von zweia-
tomigen Molekiilen auf die Bindungsenergie D, am jeweiligen ( relativistischen (r) oder
nichtrelativistischen (0)) Gleichgewichtsabstand R.. Es ist D) = —BE(R = R") etc.
D, T bedeutet Dér) — DS’) > 0, d.h eine relativistische Stabilisierung des Molekiils, R, T
bedeutet R — R > 0, d.h. eine relativistische Zunahme der Bindungslédnge.

Verhalten von BE® | Effekt auf D,, R, Kommentar, Beispiel(e)
BE® <0 | ¥E® | D, 1 R, nicht beobachtet

BE® >0 | 2E2 <0 |D,| R cher selten, PbO, PbH4
BE® <0 | ¥E” 0D, 1 R.| hiufig, AuH, Au,, CsH, TIH
BE® >0 | 4BE® ~ | D, | R,|  selten, AuCl, AuF, HgCly, LuH
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von Ap an BE® der besonders stark mit dem Abstand variiert und so starke relati-
vistische Kraftinderungen verursacht, die den Bindungsabstand relativistisch verdndern.
In [46] wurde festgestellt, dafl je nach Elektronegativitit des Liganden des Schweratoms
L [ senate @1 - Ap? < 0 bei Abstéinden

im Bereich von RY” gilt (bei den untersuchten Goldverbindungen, die stets relativistisch

Ap©® positiv oder negativ sein kann, jedoch stets

kontrahieren). Daher gilt

dBE®
dR

~ —const. - Q* - % / dl-Ap® >0 fiir viele Au-Verb.

K-Schale

Die Ableitung der relativistischen Korrektur zur Bindungsenergie, d.i. (bis auf das Vorzei-
chen) die relativistische Anderung der intramolekularen Kraft, ist daher der Schliissel zum
Versténdnis der relativistischen Bindungsléngendnderung. Folgendes einfache Modell soll
uns den Sachverhalt veranschaulichen:

In einem harmonischen Kraft-Bild ergeben sich folgende Naherungsansitze fir BE, BE®
und die resultierende Kraft:

L(0)
2
BE® = _A™F . (R—-RY) - D®
BE" = BE©® 4+ BE®

BEY = Z_(R— R")2 — p0

e

(0)
= ~AMF (R~ RO+ S5 (R~ RO~ (DO + D)

mit
k© . nichtrelativistische Kraftkonstante

= relativistische Kraftkonstante, falls A™F = const.

D@ : rel. Korrektur zur Dissoziationsenergie bei R = R\
dBE®
A — N const.

gleichzeitiger Bindungskontraktion zu einer Destabilisierung fithren, sind meist klein im Vergleich zu den
relativistischen Stabilisierungen bei anderen Au-Verbindungen. Dies héngt vermutlich damit zusammen,
daB in ersterem Fall zwei gegenlidufige Effekte nur sehr kleine aufintegrierte Ap in der K-Schale zulassen,
wéahrend im letzteren Fall sowohl die Orthogonalisierung als auch die Bindungseffekte selbst zu einem
Anstieg der Elektronendichte fithren, wobei sich diese Effekte bzgl. BE() addieren.
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Vgl. hierzu Abb. 6.2 auf Seite 259. Der relativistische Gleichgewichtsabstand R befindet

sich an der Stelle, wo

dBE™
=0=A"F 4+ KO(R - RO)]
dR R=R(") R=R(")

erfiillt ist. Daraus erhalten wir fiir die relativistische Bindungsldngendnderung néherungs-
weise

ArelF

relp _ p(r) _ p(0) _
AR = RY) — RO = —

(6.2)

A™F kann mit Hilfe des Austauschtheorems der doppelten Stérungstheorie auf zwei ver-
schiedene paradoxe Weisen ausgedriickt werden, wie wir dies in Abschnitt 4.6 demonstriert
haben. Aufilerdem kann A™ F auch als Erwartungswert (vgl. Abschnitt 1.6) berechnet wer-
den.

Ein verbessertes Modell fiir die Potentialkurven beriicksichtigt zum einen die z.T. doch
starken relativistischen Anderungen der Kraftkonstanten sowie ausgeprigte Anharmoni-

zitaten in der Form

()

BE® = —DO 4 — (R - RO %(R — RO 4 .
L) (r)
BE" = —D{ + =~ (R~ RD) - &6 (R— R +

(vgl. Abb. 6.2 auf Seite 259). Eine Abschitzung der RBLV mit Hilfe dieses Modells lie-
fert i.d.R. den tatséichlichen Wert fiir A™ R [46]. Wir wollen hier nicht im Detail darauf
eingehen, da das einfache Modell (6.2) eine hinreichend genaue, qualitativ und oft auch
quantitativ richtige Abschéatzung der RBLV liefert und im Gegensatz zu dem verbesserten
Modell eine sehr einfache Interpretation zuléfit. Dariiberhinaus benétigt das verbesserte
Modell die Kenntnis von A™ R, was eine Abschitzung dessen mithin iiberfliissig macht.
Im einfachen Modell (6.2) ist die RBLV bis auf einen Faktor 1/k() gleich der relativi-
stischen Kraft-Anderung. In Abschnitt 6.5 werden wir A™F fiir verschiedene Goldverbin-

dungen nach den unterschiedlichen Schemata analysieren.

Basissiatze und BSSE Wir haben fiir Gold fiir fast alle Rechnungen in diesem Kapitel
einen Frozen-Core gewéhlt, der die Schalen 1s bis 5p umfafit, d.h. die 5d- und die 6s-
Schale mit insgesamt 11 Valenzelektronen werden der Valenzschale vom Gold zugeordnet

und kénnen zur molekularen Differenzdichte beitragen. Im Abschnitt 6.7 wurde neben dem

262



6. Relativistische Energien und Kréfte schweratomhaltiger Molekiile

hier gezeigten auch ein 4d-Core-Basissatz, d.h. die 1s- bis 4d-Schale umfassender Frozen-
Core und 4f, 5spd, 6s als Valenzschale, verwendet. Folgende Basisfunktionen wurden fiir
Au gewihlt, wobei die Basisfunktionen fiir 1s bis 5p die Valenz-Core-Orthogonalisierung

sicherstellen:

Au-Basis (5p-Core)
Typ der Basisfunktion Exponent

Funktionen mit Rumpf-

Orthogonalisierungs-Exponenten

1s 43.45
2s 32.55
3s 17.35
4s 12.20
58 6.25
2p 36.23
3p 19.05
4p 10.39
5p 4.82
3d 23.00
4d 11.00
4f 8.24
Funktionen mit Valenz-Exponenten
5d 5.05
5d 2.85
5d 1.55
6s 2.75
6s 1.60
65 0.95
6p 2.17
6p 1.50
6p 0.85
5f 3.15

Die Basissétze der leichten Atome der untersuchten Goldverbindungen sind in Tabelle 5.1
auf Seite 215 aufgefiihrt. Wie von Wang [46] durch ausfiihrliche Studien mit ADF an den

gleichen Verbindungen festgestellt wurde, kann bei diesen Basissatzgroflen der Basissatz-
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Uberlagerungs-Fehler (BSSE) vernachlissigt werden. Wir haben daher auf ein erneutes
Nachrechnen diesbeziiglich verzichtet. Eine Verkleinerung des Frozen-Cores verbessert die
Qualitat der Potentialkurven auch relativistisch nicht sichtbar, ebensowenig eine Erweite-

rung dieses Basissatzes durch Rumpf- und weitere Valenz-Polarisationsfunktionen.

6.4 Relativistische Bindungslingeninderungen in der

Literatur

Urspriinglich wurde von Pyykkd und Desclaux die RBLV folgendermaflen erklért: s- und
p-Atomorbitale kontrahieren relativistisch, daher muf folglich auch die Bindung kiirzer wer-
den, sofern diese durch die Beteiligung solcher kontrahierenden AOs dominiert wird [169].
Diese Ansicht findet sich auch etliche Jahre spéter noch in der Literatur. So wird etwa
n [174] das Produkt der relativistischen Orbitalkontraktion von Cs-6s mit der Mulliken-
Population des Cs-6s in Bindungs-MOs als Abschétzung fiir die RBLV von CsH und Cs,
verwendet. Anfang der 80er Jahre benutzten Pyykkd [175], Snijders und Pyykko [176], so-
wie Ziegler, Snijders und Baerends [152,177] zur Erkldrung der durch skalar-relativistische
Effekte verursachten RBLV den relativistischen Energieausdruck in storungstheoretisch er-
ster Ordnung in o? (im Pauli-PT-Bild), in dem nur die nichtrelativistische Wellenfunktion

und die relativistischen Modifikationen des Hamiltonoperators auftreten:
E®? — <\1;(0) | 131(2)‘ \1;(0)>
mit

ﬁ<2>:ng+gD_Z__v4+z oy
i R,_/ i E,_/

harv hp

Die so berechneten relativistischen Energiekorrekturen ergaben zufriedenstellende relativi-
stische Potentialkurven fiir etliche untersuchte zweiatomige Verbindungen MeX mit Metall-
atomen Me der 1. und 12. Gruppe im PSE. Daraus schlossen Pyykko, Ziegler, Snijders und
Baerends, dafl die RBLV, die aus der Ableitung der relativistischen Bindungsenergiekor-
rektur BE® nach R, wie im letzten Abschnitt gezeigt, leicht abgeschitzt werden kann, in
erster Ordnung nicht von der relativistischen Anderung der Orbitale und damit auch nicht
von der relativistischen Kontraktion der Atome abhéngen kann.

Von Schwarz (z.B. in [87,148]) wurde jedoch schon frith darauf hingewiesen, dafl die

Deutung der RBLV in storungstheoretisch erster Ordnung nach dem Austauschtheorem
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der doppelten Stérungstheorie mit Hilfe zweier unterschiedlicher, mathematisch dquivalen-
ter Formulierungen fiir die relativistische Kraftinderung erfolgen kann, von denen eine der
Pyykko-Ziegler-Snijders-Baerends-Analyse entspricht. In der anderen Formulierung wird
die relativistische Kraftinderung unmittelbar durch die relativistische Differenzdichte p(®
mitverursacht. Die relativistische Kontraktion der Atome stellt dabei den promolekularen
Anteil der RBLV dar, so daf} sich hinter der einfachen Erkldarung von Pyykké und De-
sclaux immerhin ein richtiger Teilbeitrag zur RBLV verbirgt. Trotzdem ist die Darlegung
von Schwarz von einigen Autoren zuriickgewiesen worden. Da Pyykko et al. BE® aus
U offenbar richtig berechnen konnten, mufiten andere Formeln falsch sein. Dieser ex-
treme Standpunkt findet sich z.B. explizit in [178] — in Mifachtung der mathematischen
Korrektheit der beiden Bildern zugrundeliegenden Formeln. In [150] konnten Schwarz und
Rutkowski 1992 am Hy durch sehr genaue numerische Rechnungen erstmals die Aquivalenz
beider Bilder an einem Beispiel demonstrieren.

Wir haben diese paradoxe Situation bzgl. der RBLV in Abschnitt 4.6 schon erwéhnt
und die zugrundeliegenden Formeln (4.14a) und (4.14b) angefiihrt und die einzelnen Terme
diskutiert. Das Paradoxon entsteht — einfach ausgedriickt — dadurch, dafl zum einen das
Endergebnis nicht von der Reihenfolge der Differentiation nach r oder R abhéngt, zum
anderen je nach gewéhlter Reihenfolge jeweils andere Terme, die sich zu Null aufintegrieren,
von vornherein bei der zweiten Differentiation weggelassen werden. Dies ermdglicht eine
bequeme und effiziente Berechnung der entsprechenden Korrekturgroflen zur Energie, die
aber u.U. (jeweils) ganz andere Raumbereiche betont.

Wie wir in Abschnitt 1.6 ganz allgemein gezeigt haben, kann eine Stérgréfle innerhalb
der Storungstheorie nach verschiedenen Schemata ausgewertet werden, wobei die Erwar-
tungswertbildung den beiden oben erwidhnten paradoxen Formeln eine dritte hinzufiigt.

Wir wollen dies im Folgenden zur Interpretation der RBLV verwenden.

6.5 Relativistische Energie- und Kraftidnderungen bei
AuX, X=H, Li und F

Geméafl den Ausfithrungen in Abschnitt 1.6 konnen wir relativistische Krafténderungen
bei einem gegebenen Kernabstand mit Hilfe 3 verschiedener Schemata auswerten. Der als
obere Index geschriebene Storparameter bezieht sich, wie zu Beginn des Kapitels, auf die

Relativistik, wobei der Index ) die relativistischen Korrekturen O(a?) bezeichnet. Nach
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Abschnitt 2.7.3 kann der Operator
W@ P o poy P
DPT = 5 C(V )20

als nichtsinguléres Analogon zu Bga)un-PT = hasv + hp identifiziert werden, wenn gleichzei-
tig noch die fiir DPT giiltige Normierung (2.53a,2.53b,...) beriicksichtigt wird. Wir werden
daher im Folgenden der Einfachheit und Allgemeinheit halber 2 und H® = > 552)
schreiben *. Den Kernabstand setzten wir jeweils zu R = RY fest. An dieser Stelle gilt
OrE©® = 0. Es folgt nach den entsprechenden Gleichungen in Abschnitt 1.6 fiir die relati-
vistische Kraftinderung A™F = —0,0zF an der Stelle Réo):

(

—Or(T O F® | (Schema A11 a)

oder
d1- Fp® (Schema A11 b)

AT = —0p E®) =
oder
1
_N[aRE(Q) (P + E@ (9pp 0y + EO . (95pP)]

\ (Schema B11)

Die relativistische Energieéinderung kann ebenfalls nach verschiedenen Schemata ausgewer-

tet werden:
(O F® PO (Schema A1)
E® = oder
1
N[E@) (@) + EO . (p@)] (Schema B1)

Die entsprechenden Bindungsenergie-Korrekturen BE®) erhilt man in entsprechender Wei-
se durch Subtraktion der atomaren Beitrdge. Absolute Energien und deren relativistische
Korrekturen werden wir nicht weiter erwéhnen, da aus rechentechnischen Griinden nur die
jeweiligen Valenz-Energien und Valenz-Elektronendichten bzw. ihre relativistischen Korrek-
turen geméfl Abschnitt 1.5.8 und 2.7.3 mit dem ADF-Programm geniigend genau bestimmt
werden. Insofern die Frozen-Core-Nédherung sinnvoll ist, ist die Differenz der molekularen
mit den atomaren Valenz-Energien aber genau die fiir das Molekiil entscheidende und cha-

rakteristische Grofe. Bei den Kriften ist die Anderung der molekularen Valenz-Energien

4Die Kraft-Korrekturen durch die gemischte 2. Ableitung des Operators im Pauli-PT-Bild nach Schema,

(Al1b) wollen wir hier nicht explizit notieren.
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mit dem Kernabstand entscheidend. Wir verwenden fiir die Beispiele in diesem Abschnitt
beim Gold jeweils einen Frozen-Core, der die 1s- bis 5sp-Schalen umfafit, d.h. die relati-
vistisch expandierende volle 5d-Schale und die relativistisch extrem stark kontrahierende
6s-Schale gehdren zum Valenzbereich. Bei zweiatomigen Goldverbindungen hat sich die-
se Wahl als verniinftig erwiesen. Die in diesem Abschnitt gezeigten Daten beruhen auf
LDA-Rechnungen (VWN+Stoll).

Auf Grund der derzeitigen Implementierung der FO-DPT-Energie- und -Dichte-
berechnung ist eine Abtrennung des promolekularen Anteils der relativistischen Kraftédnde-
rung nicht in einfacher Weise moglich. Beziiglich des Auswertungs-Schemas A11, d.h. der
Berechnung der relativistischen Korrektur der HeFe-Kraft, wo die promolekulare Elektro-
nendichte unmittelbar einen Kraftanteil verursacht, wurde die Berechnung des promoleku-
laren Anteils von A™ F in ein numerisches relativistisches Atomprogramm implementiert.
Die Auswertung und die paradoxe Rolle der promolekularen relativistischen HeFe-Kraft
werden wir in Abschnitt 6.6 ndher untersuchen.

Bei der Auswertung der Krifte kann gemafi Abschnitt 4.3 eine im Prinzip beliebige Fi-

chung vorgenommen werden. Wir verwenden i.d.R. den symmetrisierenden Eichparameter

om _ _ @n | Qa
Qa+Qp ’ Qa+Qp

Die Problematik der Berechnung von HeFe-Kriften ist ausfiihrlich in Kapitel 5 disku-

n

tiert worden. Dort haben wir aber auch gesehen, dafl ein leichtes Atom in einem Molekiil
gleichsam als Sonde fiir die HeFe-Kraft dienen kann, wenn die Basis fiir dieses Atom mit
ausreichend vielen Polarisationsfunktionen versehen ist. Dies nutzen wir hier aus, um die
relativistische Anderung der HeFe-Kraft, d.i. (Schema A11 b), fiir ein schweratomiges Mo-
lekiil auszurechnen. Beziiglich dieses Auswertungsschemas wird daher im Folgenden stets
ein Eichparameter von n = 0 gelten, d.h. Atom A ist das Schweratom, also Gold, Atom B
das leichte ,,Sondenatom”, und wir untersuchen die Kraftinderung A™F(n = 0) = A F.
Beziiglich der anderen Auswertungsschemata, (Schema B11) und (Schema A1l a), die wir
durch numerische Differenzierung der entsprechenden Energien (Schema A1) bzw. (Schema

m

B1) ausrechnen, koénnen wir dagegen den Eichparameter n®"™ verwenden. Ist das leichte
Atom nur geniigend leicht, so sind die Unterschiede in den Bildern n = 0 und n™™ wegen
der sehr verschiedenen Kernladungen nur sehr gering. A™ Fp ist daher ein sinnvolles Bild
der relativistischen HeFe-Kraftdnderung. Den Einflul verschiedener Kraft-Eichungen wol-
len wir am Beispiels des AuH explizit untersuchen. Fiir die in diesem Abschnitt detailliert

untersuchten Molekiile wurden die Gesamt-Integrale A™ Fg nach den Schemata (Alla)
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und (A11lb) auch schon fiir verschiedene Kernabstinde zusammen mit den Potentialkur-
ven in Abb. 6.1 auf Seite 254 abgedruckt.

Beziiglich der Berechnung relativistischer HeFe-Kriéfte, bezogen auf den schweren Kern
A, ist es uns leider trotz intensiver Bemiihungen nicht gelungen, die nétige Genauigkeit in
der Basisdarstellung bzw. der numerischen Integration zu erreichen. Wie wir schon im letz-
ten Kapitel gesehen haben, treten beim Vorhandensein innerer Rumpfschalen riesige Bei-
trage der Rumpfpolarisation zur Kraft auf, die sich nahezu vollstéindig kompensieren. Dies
ist auch bei Verwendung von Frozen-Cores der Fall, da wir ebenfalls am Beispiel von Ny und
HCI gesehen haben, dafl der grofite Teil der Dichtepolarisierung in Kernnéhe durch die in-
neren Schwénze der polarisierten Valenz-Orbitale beschrieben werden kann. Beziiglich der
relativistischen Korrektur der Elektronendichte miifiten wir deren p-Polarisierungsanteil
im Rumpfbereich des Schweratoms ebenfalls sehr exakt kennen. Dies ist leider offenbar
selbst mit im Rumpfbereich stark polarisierten Basissitzen kaum zu erreichen. Dies kann
verschiedene Ursachen haben: 1. sind relativistische Dichtednderungen in Kernnéhe beson-
ders drastisch. Wihrend die Grofle der Basis im kernnahen Bereich und damit die Qualitét
der Darstellung von p® dort auf die berechnete relativistische Bindungsenergie-Korrektur
nur wenig Einflu hat, gewichtet der HeFe-Kraft-Operator ¢! (Gl. 4.5) diese Raumberei-
che etwa gleich stark wie die Valenz- oder die Bindungsregion. 2. mag es sein, daf p® im
Rumpfbereich nicht geniigend selbstkonsistent ist, da unser Konvergenzkriterium sowie die
gesamte Berechnung von p(? energie-basiert ist. 3. haben wir beziiglich des relativistischen
Anteils des ExCor-Potentials Naherungen gemacht, die ebenfalls zu kleinen Fehlern in p®
fithren, die beziiglich der Energieberechnung nur wenig Einflul haben. 4. ist die numerische
Integration mit Fehlern behaftet. Dabei mufli man stets bedenken, dafi es hier um die Be-
rechnung sehr kleiner Werte aus der Differenz von um Gréflenordnungen groflerer Anteile
aus verschiedenen Raumbereichen geht. Es ist daher kaum verwunderlich, dafl im Bereich
schwerer Kerne die Bestimmung von HeFe-Kréften numerisch zu ungenau ist. Wegen der
chemisch sinnvollen Wahl n®™ ~ 0 wiegt dieser Nachteil aber nicht allzu schwer und ei-
ne HeFe-Kraft-basierte Auswertung relativistischer Bindungen ist mit Einschrinkungen

trotzdem moglich.

Am Ende der Arbeit befindet sich ein Blatt, auf dem die verschiedenen Auswertungs-
schemata noch einmal als Ubersicht abgedruckt sind. Es kann herausgetrennt bzw. separat
ausgedruckt werden und soll dem Leser wdhrend der folgenden Betrachtungen ein allzu

hiufiges Zuriickbldttern ersparen.
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6.5.1 AuH

In Abb. 6.3 auf Seite 272 und 6.4 auf Seite 273 sind einige fiir die Auswertung wichti-
ge nichtrelativistische und relativistische Differenzdichten des AuH-Molekiils in Form von
Hoéhenliniengraphiken aufgezeichnet. In Abb. 6.5 auf Seite 274 sind in analoger Weise die
raumlichen Beitriage von —0pE®, d.h. die Kraft pro Volumeneinheit, zu den Integralen der
verschiedenen Auswertungs-Schemata (Alla, Allb, B11) abgebildet, in Abb. 6.8 (S. 277)
die rdumlichen Beitrage (Energie-Dichte) zur relativistischen Bindungsenergie-Korrektur
BE® nach den Schemata (A1) und (B1). Wegen der verschiedenen Méglichkeiten zur Wahl
eines Kraft-Eichparameters 1 haben wir die Energieableitungen nach Schema (Alla, B11)
auferdem mit den Eichparametern n = 0 und n = 1 ausgewertet. Graphische Darstellun-
gen finden sich in Form von Hohenliniendiagrammen in Abb. 6.6 auf Seite 275 und 6.7 auf
Seite 276.

Diskussion der Differenzdichten Im nichtrelativistischen Fall erkennen wir, daf3 bei
der Molekiilbildung Ladung vom Gold zum Wasserstoff iibertritt, so daf§ die resultierende
Bindung Au’*t —H’~ sehr polar ist. Die negative Ladung ist dabei beim Wasserstoff, das
Dipolmoment betréigt nichtrelativistisch 5.16 Debye [118]. Dieser starke Ladungsiibergang
wird durch die relativistischen Effekte, vor allem durch die 6s-Kontraktion/Stabilisierung
beim Au, die die Elektronegativitdt des Au kréftig vergroflert, teilweise riickgéngig ge-
macht, was am im Bereich des H-Kerns im Gegensatz zu Ap(® umgekehrten Vorzeichen
von Ap®, der relativistischen Anderung der molekularen Differenzdichte, zu erkennen ist.
Das Dipolmoment betrégt relativistisch nur noch 2.69 Debye, ebenfalls mit dem negativen
Pol beim H. Die Bindung wird durch diese Effekte kréftig stabilisiert.

Diskussion der relativistischen Energiebeitriige nach Schemata (A1) und (B1)
Wiihrend wir in Abb. 6.8 auf Seite 277 fiir die Bindungsenergie nach Schema (A1) erahnen
konnen, dafl Beitrage zum Integral im Wesentlichen aus dem Bereich des schweren Atoms
stammen °, spiegelt Schema (B1) hauptsichlich die Topologie der Differenzdichte Ap?
wieder, die vornehmlich im Valenzbereich Beitrage zum Integral liefert. Das Integral iiber
den gesamten Raum von Ap® verschwindet selbstverstdndlich, d.h. alle nichtverschwin-
denden Beitriige zu E?) bzw. BE® im Schema (B1) stammen von den E®) {p(®)-Anteilen

im Molekiil und den Atomen, die ebenfalls nur im Valenzbereich auftreten. Wir diirfen

5Man bedenke vor allem die im oberen Bild um einen Faktor 0.1 kleineren Hohenlinienwerte.

269



6.5. Relativistische Energie- und Kraftdnderungen bei AuX, X=H, Li und F

daraus aber nicht schliefen, dafl etwa
O @ g0 — E® O

punktweise im dreidimensionalen Raum erfiillt ist, vielmehr gilt lediglich fiir

* N * * 1
U (0" fr2)y(0) + p (0" f0)g(2) + p (2" )y 0) — ~ [E(2)p(0) + E(O)p@)]

die punktweise Identitit der Summen rechts und links vom Gleichheitszeichen. Auf der

linken Seite ist aber
<q;(0‘f{(0)‘\p(2)> + (\11(2)\[?(0)]\11(0)) — g (p(z))/N

erst nach einer Uberwilzung des Hamiltonoperators und Integration giiltig. Daneben gilt

wegen
p@° fFOgO0) — L po @
2N
auch noch
* N * N 1 1
vO g0 o gO gOg? — — | 5?0 4 ~ ) (2)
+ N P+ 5 P

Offenbar hebt die Funktion
DO GO L g@° O go)

die nur im innersten Rumpfbereich des Schweratoms zum Integral beitragenden Anteile

von
P (0" f7(0)33(0)

dort, d.h. im Rumpfbereich, auf, und erzeugt statt dessen nichtverschwindende Beitriage

zum Gesamtintegral vornehmlich im Valenzbereich.

Diskussion der relativistischen Kraftinderung nach den Schemata (Alla,b)
und (B11) Analoge Verhiltnisse wie bei BE®) gelten auch fiir die relativistische Kraft-
Anderung. Wie wir in Abb. 6.5 auf Seite 274 erkennen konnen, spiegelt A™ F nach Schema
(B11) im Wesentlichen die Topologie der Differenzdichte dzp®, d.h. die Anderung von p(®)
bei Vergréfierung des Bindungsabstandes, wieder. Der einzige Term in A™F nach Schema
(B11), der sich beim Integrieren nicht weghebt, ist —0rE®p®) /N. Auch hier gilt aber
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selbstverstandlich nicht, daf§ dieser Term gleich den Integranden der Schemata (Alla,b)
ist. Wie bei der Energie sind die rdumlichen Beitrdge des Kraft-Erwarungswert-Schemas
(B11) ganz anders als die der PT-Schemata. Die Hohenlinien-Diagramme lassen jeweils
vermuten, dal auch bei der Kraft der Erwartungswert aus den ,,chemisch” relevanten
Bereichen (Bindung, Valenzregion) stammt, wéhrend z.B. fiir Schema (Alla), d.h. der
Ableitung des FO-PT Energieerwartungswerts nach dem Kernabstand, in der Graphik
grofle Funktionswerte des Integranden nur im Bereich des Schweratoms zu erkennen sind,
die sich iiberdies im dufleren Rumpf- und Valenzbereich rechts und links des Kerns noch
gegenseitig wegzugeben scheinen.

Das HeFe-Kraft-Schema (A11b) spiegelt dagegen erwartungsgeméif eine multiplikative
Uberlagerung der relativistischen Dichtesinderung, p® mit dem fiir den gewihlten Eich-
parameter giiltigen Berlin-Diagramm wieder. Dieser wurde aus den genannten Griinden
gleich Null gewihlt und ist besonders beim AuH nur wenig verschieden von n®™ = 1/80,
d.h. wir beziehen uns auf das rechte, leichte Atom. In Abb. 6.5 auf Seite 274 ist der Vor-

zeichenwechsel in Bindungsrichtung beim H-Kern deutlich zu erkennen.

Veridnderung des Eichparameters In Abb. 6.6 auf Seite 275 sind 9zp'® und —9z E®
nach Schema (Alla) und (B11) mit = 0 als Hohenliniendiagramm abgebildet, in Abb. 6.7
auf Seite 276 mit n = 1. Fiir Schema (B11) erkenn wir, daf§ sich das Bild mit n = 0
praktisch kaum von dem fiir ™ unterscheidet, bei (Alla) sind die Unterschiede in der
Graphik aber schon merklich. Die Bilder fiir = 1 sind alle deutlich verschieden von 7 = 0,
insbesondere in Schema (Alla) erkennen wir p-artige Beitrége rechts und links des Kerns,
die sich im Auflenbereich vermutlich vollstdndig kompensieren. Eine Interpretation dieses
Bildes (Alla) mit n = 1 ist einfach: wir haben an Hand von Gl. (6.1) gesehen, dafl s-artige
Differenzdichtebeitréige im Bereich der K-Schale die Energiekorrektur BE® verursachen.
Eine Verschiebung von ,,runden” s-Anteilen erzeugt, wie schon ausfiihrlich in Kapitel 5
diskutiert wurde, p-artige Vorzeichenmuster im Kraft-Bild (s.z.B. Gl. (5.5)).

R&aumliche Beitriage zu BE(2) und A™F Um die tatsichlichen Beitrége verschie-
dener Raumbereiche zu den Energie- und Kraft-Integralen zu ermitteln, haben wir die in
Abschnitt 5.3.2 beschriebenen Zusatzgitter fiir die numerische Integration in ADF verwen-
det.

Radialgitter In Abb. 6.10 auf Seite 284 sind die entsprechenden hier untersuchten

Groflen radial iiber Kugelschalen um den Gold-Kern aufintegriert.
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AuH

Ap(o)

aRp(O)

nsym

0,Ap©
1,]sym

Abbildung 6.3: Verschiedene mit ADF berechnete Valenz-Differenzdichten fiir AuH beim
Kernabstand R = 1.716A. Au ist links. Oben: Ap® = molekulare Differenzichte ,
Mitte: dpp® = Anderung der molekularen Valenzdichte mit dem Kernabstand , Unten:
OrAp© | die Anderung von Ap® mit dem Kernabstand (fiir 7¥™). Hohenlinienwerte je-
weils f - 2" n = 0,1,2.... Oben: f = 0.002e/bohr®. Mitte: f = 0.0le/bohr®. Unten:
f = 0.001e/bohr®. le/bohr® ~ 6.75 e/ A3,
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AuH

0@

Ap(z)

2
aRp( )
nsym

Abbildung 6.4: Verschiedene auf FO-DPT-Niveau mit ADF berechnete relativistische
Valenz-Differenzdichten fiir AuH beim Kernabstand R = 1.716A. Au ist links. Oben:
p?) = relativistische Anderung der Valenz-Dichte. Mitte: Ap(® = relativistische Ande-
rung der molekularen Differenzdichte. Unten: dzp®, die Anderung von p® mit dem
Kernabstand (fiir #*¥™). Hohenlinienwerte jeweils f - 2" n = 0,1,2.... Oben + Mitte:
f = 16a%e/bohr?, Unten: f = 5a’e/bohr?.
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AuH
-0 E®

(Schema Alla)
nsym

(Schema B11) |
nsym

(Schema Allb)
=0 [
(H verschoben) |,

Abbildung 6.5: Lokale Beitrdge (Kraft pro Volumeneinheit) zur relativistischen
Kraftinderung 0z £ nach verschiedenen Auswertungs-Schemata fiir AuH beim berech-
neten Kernabstand R = Réo). Au ist links. Hohenlinienwerte sind f-2" ., n=0,1,2,.... f =
5a?Hartree/bohr? (Oben+Mitte) bzw. f = 8a*Hartree/bohr? (Unten). 1 Hartree/bohr? ~
347 eV /A%,
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AuH
n=0
(H verschoben)

aRp(Z)

—0,E®@
(Schema Alla)

-0_E@|
(Schema B11)

Abbildung 6.6: dzp® (Oben) sowie raumliche Beitriige zur relativistischen Kraftinde-
rung (Mitte 4+ Unten) fiir AuH beim Kernabstand R = RY mit einem Kraft-Eichparameter
n = 0, d.h. der rechte Kern (= H) wird verschoben. Héhenlinienwerte: f-2" ' n =0,1,2...,
Oben: f = 5a? e/bohr®, Mitte+Unten: f = 5a® Hartree/bohr?.
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AuH

n=1
(Au verschoben)

aRp(Z)

-0,E®
(Schema Alla)

—0,E®
(Schema B11)

Abbildung 6.7: dzp® (Oben) sowie rdumliche Beitriige zur relativistischen Krafténde-
rung (Mitte 4+ Unten) fiir AuH beim Kernabstand R = R mit einem Kraft-Eichparameter
n =1, d.h. der linke Kern (= Au) wird verschoben. Héhenlinienwerte: f-x", n=0,1,2...,
Oben: z = 2, f = 10a? e/bohr®, Mitte: x = 3, f = 5a? Hartree/bohr?, Unten: x = 3, f =
10a? Hartree/bohr?.
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AuH

BE®@
(Schema A1)

BE®@
(Schema B1)

Abbildung 6.8: Raumliche Beitrdge (Energiedichte) zur relativistischen FO-DPT-
Energiesinderung BE® nach verschiedenen Auswertungs-Schemata fiir AuH beim berech-
neten Kernabstand R = Réo). Au ist links. Hohenlinienwerte sind f-2" , n = 0,1, 2....
f = l.6a*Hartree/bohr® (Oben) bzw. f = 16a*Hartree/bohr® (Unten).
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Wir erkennen, dafl auch innerhalb des von uns verwendeten DPT-Formalismus die Bei-
triige zur relativistischen Energiekorrektur BE® nach Schema (A1) aus dem raumlichen
Bereich der K-Schale (und z.T. der L-Schale) des Goldatoms stammen 6. Gleiches gilt fiir
die entsprechende Kraft, Schema (Alla). Dieses Bild vermittelt keine chemischen Valenz-
und Bindungseffekte. Auf der anderen Seite spiegeln die Schemata (B1) und (B11) das Ver-
halten gewisser Elektronendifferenzdichten wieder, deren Integrale vornehmlich im dufleren
Rumpf-, im Valenz- und im Bindungsbereich des Molekiils Beitrige aufweisen. Bei BE®)
spielt in der Valenzregion hauptsichlich Ap® eine Rolle, wobei relativistische Dichtezu-
nahme eine relativistische Stabilisierung bewirkt. Im dufleren Rumpfbereich des Goldes ist
dagegen ein etwas anderer Verlauf zu erkennen ist, der demnach vom EinfluB von Ap©
stammen muf.

Das HeFe-Kraft-Schema (A11b) spiegelt das Verhalten der relativistischen Dichteéinde-
rung p

Seite 274 erkennbare anziehende Wirkung der Bindungsregion ist im radialen Integral nicht

) wieder, das ja auch unmittelbar in die Berechnung eingeht. Die in Abb. 6.5 auf

zu erkennen und offenbar iiberdeckt von abstoflenden Kréften in Raumbereichen mit glei-
chem Radius zum Au-Kern. In jedem Fall werden aber auch wie bei den Schemata (B1)
bzw. (B11) in diesem Bild die Valenz- und Bindungsregion, also chemisch charakteristische
Bereiche, betont. Die z.T. komplizierten Topologien von relativistischen oder molekularen
Differenzdichten machen dadurch aber auch das Energie- und Kraft-Bild komplizierter,
so dafl die charakteristische Elektronendichte jedes Molekiils auch charakteristische re-
lativistische Energie- und Kraftdnderungen wiederspiegelt. Fiir den Valenzbereich zeigen
Schema (B11) und dzp™® in den Bildern der Radialintegrale einen vergleichbaren Verlauf,
wéhrend der duflere Rumpfbereich des Goldes offenbar mehr den EinfluB einer anderen
Differenzdichte wiederspiegelt.

In Abb. 6.11 auf Seite 285 sind die Integrale von dzp® und —0zE® auch fiir die Eich-
parameter n = 0 bzw. n = 1 aufgetragen. Wéahrend bei n = 0 das Bild wieder sehr dem fiir

n
trage im Bereich der K- und L-Schale, die sich zum Schluf fast vollig kompensieren. Die in

sym Ghnelt, erkennen wir bei n = 1 vor allem fiir Schema (Alla) sehr grole Integralbei-

Abb. 6.7 auf Seite 276 erkennbaren grofien positiven und negativen Kraft-Beitrige rechts

6Daf8 die in [46] untersuchten Energiebeitriige iiberhaupt aus der K-Schale und nicht direkt aus dem
Kern stammen, liegt an einer geeigneten Integraltransformation. Wir haben dies in Abschnitt 4.6 in einer
FuBnote vorgefithrt. In keinem Fall ist es aber moglich, auf diese Weise irgendwelche ,,Valenz-Effekte”
zu untersuchen. Auf der anderen Seite ist das Bild recht einfach iiber die Zunahme oder Abnahme der
Elektronendichte in der K-Schale durch die Elektronegativitit und die Rumpf-Orthogonalisierung des

Liganden zu erkléren.
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Abbildung 6.9: Unterteilung des Raumes in chemisch relevante Bereiche bei der Integra-
tion mittels der Boerrigter-Gitter. K, L,M... sind die nichtrelativistischen Abmessungen
der inneren Schalen des linken (schweren) Atoms, analog K2,L2,... fiir das rechte Atom,
die entsprechenden Radien wurden an Hand von HFS-Rechnungen abgeschétzt [179]. Ab-
messungen der Gold-Rumpfschalen s.z.B. Abb. 6.10 auf Seite 284. Bei Li: K=0.324A, F:
K=0.13A, R2’=0(Au), R2=1R2". Links: Unterteilung bei Verwendung eines Gitters fiir
zwel vergleichbar groe Atome (z.B. Auli). Rechts: Unterteilung bei unterschiedlich groen
Atomen, das grofie (Schwer-) Atom ist links im rechten Bild. B: zentrale Bindungsregion,
V: duBlere Bindungsregion und Valenzbereich, AR: auflerhalb des Valenzbereichs liegende
Bereiche und ,,Riickseiten” der Atome, W: weit entfernte Raumbereiche, R2: Radius des
kleineren Atoms, R2’: , Riickseiten-Bereich des kleineren Atoms. Vgl. auch Abb. 5.17 auf
Seite 242.

und links vom Goldkern heben sich in den &ufleren Rumpfschalen und im Valenzbereich
ebenfalls zum grofien Teil weg. Wie bei den nichtrelativistischen HeFe-Kréften ergeben auf-
einenderfolgende Rumpfschalen jeweils entgegengesetzte Krifte. Bei Schema (B11) haben

Orp® und —0x E® einen vergelichbaren Verlauf.

Zweizentren- (Boerrigter-) Gitter Zur weiteren Analyse der Integralbeitrige ha-
ben wir auch Rechnungen mit den sog. Boerrigter-Gittern durchgefiihrt. Die Unterteilung
der einzelnen Raumbereiche ist in Abb. 6.9 gezeigt. In Abb. 5.17 auf Seite 242 findet sich
die Punkteverteilung solcher Gitter fiir zwei typische Beispiele abgedruckt.. In den Tabel-
len 6.8 auf der nichsten Seite und 6.9 auf Seite 281 sind die Teilintegrale fiir die BE®,
— 0 E® und verschiedene Differenzdichten fiir AuH beim Kernabstand REO), i.A. mit p*™

aufgelistet. Fiir n = 0 ergibt sich ein so wenig hiervon verschiedenes Bild, dal wir auf eine
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zusétzliche Tabelle fiir diese Daten verzichtet haben. Die Ubereinstimmung der relativi-
stischen Korrektur der HeFe-Kraft des leichten Atoms, Schema (A11b), mit den anderen,
durch numerische Differentiation berechneten relativistischen Kréften, ist zufriedenstel-
lend. Dies wird auch in Abb. 6.10 auf Seite 284 fiir die Integration auf dem Radialgitter
deutlich. Die Ubereinstimmung ist iiber einen grofien Bereich von Kernabsténden vorhan-
den, wie in Abb. 6.1 auf Seite 254 an Hand der Potentialkurven und ihren Ableitungen
ersichtlich ist.

Wir erkennen an Hand der Tabelle, dal — selbstversténdlich — —9z E® nach Schema
(B11) und 9gp® nicht véllig ,,parallel” verlaufen, da ansonsten die Kraftinderung Null sein
miifite. In der Bindungs- und Valenzregion scheinen die aufintegrierten Beitrage zur Kraft
im Wesentlichen das gleiche Vorzeichen zu haben wie 9zp®, wihrend im Gold-Rumpf die
Beitrage nicht mehr vom gleichen Vorzeichen sind. Hier finden wir eine durchgehende re-
lativistische Anziehung auch im Bereich der relativistisch expandierenden 5d-Schale. Auch
die weit entfernten Regionen AR und W tragen zur Anziehung bei.

Im HeFe-Kraftbild (A11b) wirken der Bereich um den H-Kern sowie die innere und

duBere Bindungsregion relativistisch anziehend. Wir erkennen einen deutlich abstolenden

Tabelle 6.8 Teilintegrale iiber einzelne Raumbereiche im Molekiil von Ap® und Ap®
sowie den relativistischen Energiekorrekturen nach Schema (A1) und (B1) bei AuH, R =
R, Energien in eV. Die Bezeichnung der einzelnen Raumbereiche ergibt sich aus Abb. 6.9

auf der vorherigen Seite.

AuH | Ap©® Ap®  BE® (A1) BE® (Bl)
K 0.0000 0.0000 -0.4895 -0.0013
L | -0.0001 0.0000 -0.0862 -0.0086
M 0.0000 0.0002 0.0105 -0.0372
N -0.0011 0.0004 -0.0178 -0.1868
O |-0.0180 -0.0061 -0.0307 -0.8536
R2 0.0263 -0.0092 0.0001 0.9264
R2 | 0.0266 -0.0296 0.0001 2.7037
B | 0.0065 0.0008 -0.0004 -0.0100
A% 0.1585 -0.0155 -0.0052 1.8745
AR | -0.0838 -0.0130 -0.0158 1.2868
W | -0.1149  0.0720 0.0000 -6.3303
> | 0.0000 0.0000 -0.6349 -0.6362
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Beitrag aus der Gold-O-Schale, der auf die promolekulare 5d-Expansion zuriickgefiihrt
werden kann. Wir werden promolekulare relativistische HeFe-Kréfte in Abschnitt 6.6 noch

etwas ausfiihrlicher diskutieren.

Beziiglich der Genauigkeit der numerischen Integration scheint Schema (B1l) am
verlaBlichsten. Wie wir in Tabelle 6.9 sehen konnen, stammt die zur relativistischen Ener-
gie (WO|H@ | W) Schema (A1), gehdrende relativistische Kraft nach Schema (Alla) wie
die Energie nahezu ausschliefllich aus der innersten Rumpfschale des Schweratoms, was
bei groflen Kraftdnderungen oder sehr grofien positiven und negativen Beitrédgen, die sich
bei der Integration wegheben, zu numerischen Ungenauigkeiten fithren kann. Wir haben
in Tabelle 6.10 auf der néchsten Seite der Vollstdndigkeit halber noch die Teilintegrale der
Energieableitungen nach Schema (Alla) und (B11) fiir den Eichparameter n = 1, d.h.
bezogen auf eine Verschiebung des Au-Kerns, aufgelistet. Wie in Abb. 6.11 auf Seite 285
erkennen wir, dafl die starke Betonung der innersten Rumpfschalen des Schweratoms bei
—0rE® nach Schema (Alla) durch die Wahl von 5 = 1 noch verstirkt wird. Wir erhal-
ten in diesem Bild sehr grofle anziehende Kréfte aus der K-Schale, die auch in Bindungs-,

Valenz- und &ufleren Bereichen zum groéfiten Teil kompensiert werden miissen. Obwohl hier

Tabelle 6.9 Teilintegrale iiber einzelne Raumbereiche im Molekiil von dgp® und 9pp®
sowie den relativistischen Kraftkorrekturen nach Schema (Alla,b) und (B11) bei AuH,
R = RY. Krifte in eV/A. Der Kraft-Eichparameter fiir Schema (Alla) und (B11) ist

n*™. Die Bezeichnung der einzelnen Raumbereiche ergibt sich aus Abb. 6.9 auf Seite 279.
AuH | Ogp®  Ogp®»  —0rE® (Alla) —0rE® (Allb) —0zE®@ (B11)
K 0.0000  0.0000 -1.5137 -0.0002 -0.0023
L 0.0000 0.0000 -0.2917 0.0031 -0.0089
M -0.0002 -0.0002 0.0251 0.0073 -0.0350
N 0.0000 -0.0006 -0.0160 0.0732 -0.1402
O 0.0081 0.0012 -0.0106 0.6835 -0.2847
R2 | -0.0021 0.0017 0.0002 -0.4243 0.2365
R2’ 0.2022 -0.0103 0.0002 -0.7417 -2.1361
B -0.0864 -0.0044 0.0306 -0.1939 -0.4505
\% -0.2438 0.0095 0.0635 -0.8474 1.2617
AR 0.1177  0.0031 -0.1022 -0.4029 -0.2186
W 0.0044 0.0000 0.0000 -0.0258 -0.0460
> 0.0000 0.0000 -1.8147 -1.8690 -1.8241
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aber z.B. der Valenzbereich einen verglichen mit dem Gesamtintegral grofien Anteil an

A™ [ hat, erhalten wir kein ,,chemisches” Bild.

Beziiglich der relativistische HeFe-Kraft, Schema (Allb), zeigt Abb. 6.5 auf Seite 274
einen anziehenden Bereich der Bindungsregion, der bei der radialen Integration offenbar
durch AbstoBung in gleich weit vom Au-Kern entfernten Regionen iiberdeckt wird. Die
Integration auf dem Boerrigter-Gitter 1483t aber einen deutlich anziehenden Einflufl der
inneren (ca. 10%) und &uBeren Bindungsregion (ca. 45% der Gesamtanziehung) erkennen.
Der grofite abstoflende Beitrag stammt aus der O-Schale des Au und ist auf die starke
relativistische Expansion der 5d-Schale des Goldes zuriickzufiihren, die auch bei der Inte-
gration von p® (Tab. 6.8 auf Seite 280 und Abb. 6.10 auf Seite 284) deutlich zu erkennen

ist.

Tabelle 6.10 Teilintegrale iiber einzelne Raumbereiche von 9zp®) 0zp® sowie den rela-
tivistischen Kraftkorrekturen nach Schema (Alla) und (B11) bei AuH, R = RY | hier mit
dem Kraft-Eichparameter n = 1, d.h. wir betrachten eine Verschiebung des Gold-Kerns.
Wegen der extrem grofien entgegengesetzten Beitrédge aus den inneren Schalen des Goldes
bei Schema (Alla) ist die numerische Integration dort nicht mehr sehr genau. Ein Ein-
druck der Bedeutung verschiedener Raumbereiche kann aber in jedem Fall erhalten werden.
Kriifte in eV /A. Die Bezeichnung der einzelnen Raumbereiche ergibt sich aus Abb. 6.9 auf
Seite 279. K,L,M,N,O sind durch die nichtrelativistischen Raumbereiche der inneren Scha-

len beim Au gegeben.

AuH | 9gp @ Op®  —0rE® (Alla) —0xE® (B11)
K 0.00 0.00 -91.72 -0.18
L |-0.02 0.00 77.78 0.28
M 0.04 0.00 9.52 -0.47
N -0.04 0.00 3.68 0.42
O |-0.04 0.00 0.27 -0.87
R2 | -0.04 -0.01 0.00 -0.82
R2" | -0.05 0.00 0.00 -0.22
B |-0.28 0.01 0.93 2.67
\Y% -2.35 -0.07 4.12 -5.53
AR | 2.62 0.05 -5.72 -0.86
W | 0.15 0.03 0.00 3.75
S| 0.00 0.00 -1.14 -1.83
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Die Erwartungswert-Schemata von BE® (B1) und —0zE® (B11) spiegeln
hauptséchlich den EinfluB von Ap® bzw. 0zrp® wieder, wobei die Haupt-Beitrige in
jedem Fall aus charakteristischen chemischen Bereichen und nicht aus unmittelbarer
Kernnéhe stammen. Die Bedeutung der einzelnen Terme in (B1l) bzw. (B11) ergibt sich
aus dem Verhéltnis der einzelnen Beitrage, d.h. sowohl aus den Amplituden der Elek-
tronen(differenz)dichten als auch aus der Grofie ihrer Vorfaktoren, den Energien bzw.
deren Ableitungen nach den Storparametern. In diesem Zusammenhang war es notig, mit
ADF die Valenz-Energien, wie in Abschnitt 1.5.8 beschrieben, explizit zu programmieren
und auszurechnen, da wir mit dem FO-DPT-Programmteil auch nur die relativistische
Korrektur der Valenz-Energie und der Valenz—ElektronendiChte berechnen kénnen. Wenn
man z.B. nichtrelativistische HFS- Gesamtenerglen fir £© der Atome und des Molekiils
in Schema (B1) und (B11) einsetzt, aber fiir £ bzw. die Elektronendichten nur den
Valenz-Anteil, so kann sich die Gewichtung der einzelnen Elektronendlchte—Beltréige fiir
das jeweilige Bild von dem unterscheiden, welches mit dem Valenzanteil von E© allein
erhalten wiirde.

Unter Verwendung von Valenz-Energien ergibt sich fiir BE?®) nach Schema (B1):

Atome
val,(2 val, (0 val, (0 val, (2 val,(2 val, (0 val, (0 val, (2
BE® — — Ea()<pa()>+Ema01()<pa()>_Z<EAa()<pAa()>+EAa()<pZ()>)]

mol mol
A

1
N

1 va va, va va va val,
= < [ZaB P @™ O) + BEO () + X, ES O (8™ ) + BE (o)
(6.3)

Bei AuH und — wie wir spéter noch sehen werden — anderen Goldverbindungen dhnelt
die Topologie der raumlichen Anteile von BE® nach Abb. 6.8 auf Seite 277 und 6.4 auf

val,(2)

Seite 273 im Valenz-, Bindungs-, und &dufleren Bereich am ehesten der von —Ap , wobei

im Bereich der O-Schale des Goldes bei der radialen Integration (Abb. 6.10 auf der néchsten

Seite) die Dominanz eines anderen Anteils sichtbar wird, der auf pﬁé’l(o)

zuriickgefiihrt
werden kann. Der HaupteinfluB in den ,,chemischen” Bereichen wird durch Ap*2-() erzeugt.
Eine Zunahme der relativistischen Differenzdichte in bestimmten Bereichen erzeugt dabei
negative, d.h. stabilisierende relativistische Energien, was man auch am betragsméflig sehr

1(
EY ) von Ap' ) erkennen kann.

groBen negativen Vorfaktor ) , £

Die Topologie von —dzrE® nach Schema (B11) dhnelt sehr der von dzp®. Die Vor-
zeichen der einzelnen Raumbereiche von Kraft und Differenzdichte sind dabei wegen des
negativen Werts fiir die Energie £ gleichgerichtet, d.h. die Zunahme von p® in bestimm-

ten Bereichen beim Auseinanderziehen der Kerne verursacht eine relativistische Abstoflung.
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0.01

0.05 0.11 0.28 0.65 1.72

Abbildung 6.10: Radial um den Gold-Kern aufintegrierte relativistische Beitriage zur Bin-
dungsenergiesinderung BE® nach Schema (A1) und (B1) (Oben), Elektronendifferenzdich-
ten Ap@, Ap® und drp® (™) (Mitte) sowie die relativistische Kraftinderung —0z £
nach den Schemata (Alla) und (B11) (n™™) sowie (Allb) (n = 0 = n®™) (Unten). Es
ist fom drau [ dOaudday - f(Tau, Oau, Pau) gegen ro aufgetragen. Die Abszissenunterteilung
K,L,M... entspricht der ungefdhren nichtrelativistischen Schalenstruktur des Goldatoms.

Der Van-der-Waals-Durchmesser des H-Atoms ist als Verdickung auf der Abszisse mar-

kiert.
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Abbildung 6.11: Radial um den Gold-Kern aufintegrierte relativistische Beitrige zu
Orp? sowie der relativistischen Kraftinderung —OpE® nach den Schemata (Alla)
und (B11) mit den Eichparametern n = 0 (Oben) und n = 1 (Unten). Es ist
Jo" dray [ d9audday - f(raw,Oau, dau) gegen ro aufgetragen. Die Abszissenunterteilung
K,L,M... entspricht der ungefdhren nichtrelativistischen Schalenstruktur des Goldatoms.
Der Van-der-Waals-Durchmesser des H-Atoms ist als Verdickung auf der Abszisse mar-
kiert. Der Einschub in der unteren Graphik zeigt die sehr groflen Beitrége in der K- und

L-Schale des Goldatoms von —9zE® nach Schema (Alla).
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6.5.2 AuLi und AuF

Diskussion der Hohenliniendiagramme Wir haben fiir die Verbindungen AuLi und
AuF eine zum letzten Abschnitt analoge Untersuchung, allerdings hier nur mit dem Eich-
parameter n*™, durchgefiihrt. Die Hohenliniendiagramme fiir die entsprechenden Diffe-
renzdichten finden sich in Abb. 6.12 auf der néchsten Seite und 6.13 auf Seite 288, die
relativistischen Energiedichte-Anderungen fiir beide Molekiile nach den unterschiedlichen
Schemata (A1) und (B1) in Abb. 6.14 auf Seite 289 und die relativistische Kraft-Ande-
rung pro Volumeneinheit in Abb. 6.15 auf Seite 290. Wie auch schon beim AuH sehen wir,
daB die Erwartungswert-Schemata (B1) und (B11) am ehesten die Topologie von —Ap(?)
bzw. Opp® wiederspiegeln, wobei fiir Schema (B1) beim AuF die Ahnlichkeit nicht so sehr
ausgepragt ist. Hier spielen offenbar auch im Valenzbereich andere Differenzdichten eine
grofie Rolle. Vgl. hierzu noch einmal Gl. (6.3). Die HeFe-Krafténderungen, Schema (A11b),
werden durch p® und das Vorzeichenmuster des Berlin-Diagramms fiir 7 = 0 festgelegt.
Die Schemata (A1) und (Alla) erlauben auch bei Auli und AuF offenbar keine einfache

Interpretation durch Dichtedinderungen in der Valenzschale.
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0@

—

Abbildung 6.12: Verschiedene mit ADF nichtrelativistisch (linke Spalte) und auf FO-
DPT-Niveau (rechte Spalte) berechnete Valenz-Differenzdichten fiir AuLi beim Kernab-
stand R = 2.451A. Au ist jeweils links im Bild. Hohenlinienwerte f - 2™ e/bohr®, n =
0,1, 2... Null-Linien sind gepunktet, gestrichelte Linien entsprechen negativen Funktions-
werten. Bei 0pp®: 2 = 3, sonst = 2. Von oben nach unten: links: f = 0.002,0.01,0.001,
rechts: 2 f = 16, 16, 5.
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Ap(z)

nsym

aRp(O)
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aRp(Z)

aRAp(O) nsym

) und auf FO-

(linke Spalte

berechnete Valenz-Differenzdichten fiir AuF beim Kernab-

Abbildung 6.13: Verschiedene mit ADF nichtrelativistisch

DPT-Niveau (rechte Spalte

)

2.099A. Au ist jeweils links im Bild. Null
Linien entsprechen negativen Funktionswerten. Hohenlinienwerte wie in Abb. 6.12 auf der

0) _

, gestrichelte

Linien sind gepunktet

e

stand R,

vorherigen Seite.
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AuLl AuF

BE®@ (schema Al) BE®@ (schema Al)

BE®@ (schemaB1)

4 N\

Abbildung 6.14: Raumliche Beitriige (Energiedichte) zu BE® nach ADF-Rechnungen
auf FO-DPT-Niveau beim Kernabstand R = R\ Linke Spalte: Auli, rechte Spalte: AuF.
Au ist jeweils links im Bild. Héhenlinienwerte f-2" Hartree/bohr®, n = 0, 1, 2... Null-Linien
sind gepunktet, gestrichelte Linien entsprechen negativen Funktionswerten. Von oben nach
unten: links: ¢2f = 0.2, 16, rechts: ¢*f = 1.6, 16.
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Auli —0 E AuF

Schema Alla mMSYM Schema Alla mMSYM

Schema Al1lb n=0 Schema Allb n=0

Abbildung 6.15: Rédumliche Beitrige (Kraft pro Volumeneinheit) zu —9z E® nach ADF-
Rechnungen auf FO-DPT-Niveau beim Kernabstand R = RE}”. Linke Spalte: AuLi, rech-
te Spalte: AuF. Au ist jeweils links im Bild. Hoéhenlinienwerte f - 2" Hartree/bohr?,
n = 0,1,2... Null-Linien sind gepunktet, gestrichelte Linien entsprechen negativen Funkti-
onswerten. Schema (A11b): x = 3, sonst 2 = 2. Von oben nach unten: links: ¢*f = 5, 10, 16,
rechts: ¢2f = 5,80, 16.
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Radial aufintegrierte Energie- und Kraftbeitrige Die FO-DPT-Energie- und
Kraftdnderungen in Abb. 6.14 auf Seite 289 und 6.15 auf der vorherigen Seite kénnen
wir wie beim AuH auf einem geeigneten Gitter radial aufintegrieren. Vgl. Abb. 6.16 auf
Seite 295 und Abb. 6.17 auf Seite 296. Allerdings ist die Genauigkeit der Einzentren-
Integration mit zunehmender Elektronenzahl am Nachbarkern des Goldes abnehmend.
Wihrend fiir AuH und Auli das Radialgitter am Nachbarkern noch ausreichend fein ist,
liefert die Integration beim AuF fiir die valenz-betonten Energie und Kraft-Schemata (B1)
und (A11b) sowie (B11) keine so gute Ubereinstimmung der Ergebnisse mehr. Vor al-
lem beim HeFe-Kraft-Schema (A11b) ist die Genauigkeit wenig iiberzeugend, da sich hier
wieder grofle Beitriage rechts und links vom F-Kern gegenseitig wegheben miissen. Die Ab-
bildungen sind daher nicht von gleicher Giite wie beim AuH. Wir sehen aulerdem, dafl
sich Topologie der Hohenliniendiagramme in den Integralen nicht mehr so stark durch-
setzt, wie dies noch beim AuH der Fall war. Die Bindungsverhéltnisse bei Aulii und AuF

sind offenbar erheblich komplizierter als bei AuH.

Tabelle 6.11 Teilintegrale iiber einzelne Raumbereiche im Molekiil von Ap® und Ap®
sowie den relativistischen Energiekorrekturen nach Schema (A1) und (B1) bei AuLi, R =
RS”. Energien in eV. Die Bezeichnung der einzelnen Raumbereiche ergibt sich aus Abb. 6.9
auf Seite 279. K,L,M,N,O sind durch die nichtrelativistischen Abmessungen der inneren
Schalen beim Au gegeben.

AuLi  Ap® Ap®  BE® (A1) BE® (B1)

K 0.0000 0.0000 -0.7263 -0.0020

L -0.0001 0.0000 -0.1150 -0.0123

M 0.0000 0.0003 0.0128 -0.0523

N -0.0014 0.0006 -0.0249 -0.2465

O -0.0231 -0.0068 -0.0534 -1.2340

K2 -0.0013 -0.0025 0.0000 1.7711
R2 0.0024 0.0020 0.0000 0.6122
B 0.0417 0.0126 0.0021 -1.0146

\Y% 0.2691 0.0355 -0.0241 -3.7557

AR -0.0488 -0.0168 -0.0065 1.2363
W  -0.2286 -0.0249 0.0000 1.7609
>> 0.0000 0.0000 -0.9354 -0.9369
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Tabelle 6.12 Teilintegrale iiber einzelne Raumbereiche im Molekii von dzp® und 9gp®
sowie den relativistischen Kraftkorrekturen nach Schema (Allab) und (B11) bei AulLi,
R = RY. Krifte in eV/A. Der Kraft-Eichparameter fiir Schema (Alla) und (B11) ist

7™, Die Bezeichnung der einzelnen Raumbereiche ergibt sich aus Abb. 6.9 auf Seite 279.
K,L,M,N,O sind durch die nichtrelativistischen Abmessungen der inneren Schalen beim Au
gegeben.
AuLi  0rp®  Ogp®  —0rE® (Alla) —0rBE® (Allb) —0zE® (B11)
K 0.000 0.0000 -0.38 -0.000 -0.001
L 0.000 0.0000 -0.05 0.005 -0.003
M 0.000 0.0000 0.00 0.010 -0.010
N 0.000 -0.0001 -0.01 0.107 -0.039
O 0.004 0.0010 -0.02 0.993 -0.008
K2 -0.047 -0.0027 0.00 1.120 -0.373
R2 0.053 0.0004 0.00 0.213 -0.103
B -0.064 -0.0038 0.06 -0.682 -0.454
A% -0.171 0.0065 0.13 -1.561 1.102
AR 0.172 0.0103 -0.20 -0.868 1.057
W 0.052 -0.0114 0.00 -0.227 -1.894
Z 0.000 0.0000 -0.45 -0.893 -0.727

Integration auf dem 2-Zentren Boerrigter-Gitter Wegen der z.T. sehr groflen Bei-
trage zu Energien und vor allem zu den Kréften aus verschiedenen Raumbereichen ist die
Integration mit der Boerrigter-Methode auch fiir das problemangepafite 2-Zentren-Gitter
nicht mehr optimal. Wir erinnern uns daran, dafl die Bindungsenergie in ADF gerade nicht
durch Differenzbildung der vergleichsweise groflen Energien von Molekiil und Summe der
Atome berechnet wird, sondern mit Hilfe einer sog. Transition-State-Prozedur, Gl. ( 1.63
auf Seite 53), bei der die Bindungsenergie direkt aus einer ,,Differenzdichte” der moleku-
laren und Fragmenten-Dichte erhalten wird, da fiir die Berechnung der Differenzen grofler
absoluter (Valenz-) Energien die numerische Integration nicht immer genau genug ist.
Fiir das in jeder Hinsicht optimale TeVelde-Gitter erhalten wir aber trotzdem bei
den untersuchten Au-Verbindungen durchaus zuverldssige Resultate fiir die relativisti-

schen 7 Valenz-Energiedifferenzen auch mit einer vergleichsweise geringen Zahl an Punkten

TAuf diesem Gitter lassen sich auch die nichtrelativistischen Bindungsenergien, die von ADF mit der

Transition-State-Prozedur berechnet werden, durch Differenzbildung der Valenz-Energien bei den unter-
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Tabelle 6.13 Teilintegrale iiber einzelne Raumbereiche im Molekiil von Ap® und Ap®
sowie den relativistischen Energiekorrekturen nach Schema (A1) und (B1) bei AuF, R =
R, Energien in eV. Die Bezeichnung der einzelnen Raumbereiche ergibt sich aus Abb. 6.9
auf Seite 279. K,L,M,N,O sind die nichtrelativistischen Abmessungen der inneren Schalen

beim Au.

AuF  Ap® Ap®  BE® (A1) BE® (Bl)

K 0.0000  0.0000 0.3652 -0.0027
L 0.0000  0.0000 0.0493 0.0420
M -0.0001 0.0001 -0.0040 0.1101
N 0.0001 0.0003 0.0054 1.1530
O 0.0048 0.0002 0.0187 10.0435
K2 -0.0006 0.0000 0.0068 2.0099
R2 0.0128 -0.0039 -0.0001 2.7783
R2’ 0.0874 -0.0094 0.0001 4.5489
B -0.0078 -0.0248 -0.0046 3.4593
\Y% 0.2026 -0.0317 0.0131 -6.2691
AR -0.1120 -0.0173 -0.0075 -7.7894
W -0.1871 0.0866 -0.0001 -9.6439
> 0.0000  0.0000 0.4423 0.4399

(groBenordnungsméifig 1500), wihrend wir bei dem im Valenz- und Bindungsbereich weni-
ger optimalen Boerrigter-Gitter mit erheblich mehr Punkten (5000-10000) weniger exakte
Energien berechnen. Ein Maf hierfiir ist die Ubereinstimmung der berechneten Bindungs-
energien BE® durch Integration auf dem Boerrigter-Gitter. Es treten fiir die verschie-
denen Schemata (A1) und (B1) kleine Abweichungen auf, die unserer Einschétzung nach
auf Fehler in der numerischen Integration zuriickzufiihren sind, da bei Verwendung des
TeVelde-Gitters auch bei weniger Punkten die Ubereinstimmung von BE® nach den ver-
schiedenen Schemata erheblich besser ist. Allerdings ist die Genauigkeit der BE® auch
auf dem Boerrigter-Gitter noch zufriedenstellend und fiir eine quantitative Auswertung
geeignet. Die entsprechenden Integrale aus einzelnen Raumbereichen sind in Tab. 6.11 auf

Seite 291 und 6.13 aufgelistet.
Bei den Kraft-Integralen, Tab. 6.12 und 6.14, machen sich die Fehler der Integration

suchten Gold-Verbindungen mit einer Toleranz von ca. 2/10 eV reproduzieren. Die molekularen Valenz-

Energien sind dabei von der Groflenordnung 1000 eV und mehr.
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gerade bei Schema (Alla), bei dem nahezu die gesamte Kraft-Anderung aus der innersten
Rumpfschale des Schweratoms stammt, deutlich bemerkbar. Wie schon beim AuH mit
n = 1 sind hier die berechneten Kraft-Integrale fiir AuLi und AuF nach Schema (Alla)
zu klein, was auf Abbruchfehler des numerischen Gitters am Goldkern zuriickgefiihrt wer-
den kann. Fiir die Aussage, dafl die Kraft in diesem Bild ausschliellich aus dem innersten
Rumpfbereich stammt, ist das Ergebnis aber allemal aussagekréftig genug. Die mehr ,,che-
misch” orientierten Schemata (A11b) und (B11), bei denen die Hauptanteile des Integrals
im Valenzbereich entstehen, liefern fiir die Kraft-Integrale zuverldssige Werte. Die Dif-
ferenz zwischen den relativistischen Kraft-Anderungen nach Schema (A11b) und (B11)
ist bei den Zweizentren-Gittern nicht so sehr auf mangelnde Genauigkeit bei der nume-
rischen Integration sondern auf die im Vergleich zu AuH nicht mehr so gute Erfiillung
des HeFe-Theorems zuriickzufiihren. Wir konnen an Hand der Potentialkurven, Abb. 6.1
auf Seite 254, ablesen, daB die relativistische HeFe-Kraft den exakten Wert fiir —0rE®

Tabelle 6.14 Teilintegrale iiber einzelne Raumbereiche im Molekii von dzp® und 9pp®
sowie den relativistischen Kraftkorrekturen nach Schema (Alla,b) und (B11) bei AuF,
R = RY. Krifte in eV/A. Der Kraft-Eichparameter fiir Schema (Alla) und (B11) ist

7*¥™. Die Bezeichnung der einzelnen Raumbereiche ergibt sich aus Abb. 6.9 auf Seite 279.
K,L,M,N,O sind durch die nichtrelativistischen Abmessungen der inneren Schalen beim Au
gegeben.
AuF  0gpl®  Opp® —0rE® (Alla) —0zrBE® (Allb) —0zrE® (Bl11)
K 0.0000 0.0000 -1.46 0.00 -0.01
L 0.0001 0.0000 0.23 0.02 0.00
M 0.0000 -0.0001 0.14 0.05 -0.03
N -0.0003 0.0001 0.00 0.44 0.01
O 0.0055 0.0084 -0.01 3.82 2.65
K2 -0.1976 -0.0005 -0.09 -10.18 0.00
R2 0.1045 -0.0097 0.12 6.57 -3.60
R2’ 2.3899 -0.0022 0.01 -6.59 -4.59
B -1.1120 0.0421 0.15 5.86 16.08
A% -1.7396 -0.0262 0.38 1.85 -6.85
AR 0.5121 -0.0117 -0.57 -2.43 -4.94
W 0.0376 -0.0002 0.00 -0.25 -0.14
> 0.0000 0.0000 -1.11 -0.84 -1.41
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Abbildung 6.16: Radial um den Gold-Kern in Auli, R = REP), aufintegrierte relativisti-
sche Beitriige zur Bindungsenergieinderung BE®) nach Schema (A1) und (B1) (Oben),
Elektronendifferenzdichten Ap®, Ap® und 9gp® (™) (Mitte) sowie die relativisti-
sche Kraftinderung —0z E® nach den Schemata (Alla) und (B11) (™) sowie (A11b)
(n =0~ n™") (Unten). Es ist [,° dray [ d0audda - f(rau, Oaus dau) gegen ro aufgetragen.
Die Abszissenunterteilung K,L,M... entspricht der ungefdhren nichtrelativistischen Schalen-
struktur des Goldatoms. Der Van-der-Waals-Durchmesser des Li-Atoms ist als Verdickung

auf der Abszisse markiert.
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Abbildung 6.17: Radial um den Gold-Kern in AuF, R = Rgo), aufintegrierte relativisti-
sche Beitriige zur Bindungsenergieinderung BE®) nach Schema (A1) und (B1) (Oben),
Elektronendifferenzdichten Ap®, Ap® und 9zp® (™) (Mitte) sowie die relativisti-
sche Kraftinderung —9z E® nach den Schemata (Alla) und (B11) (p™™) sowie (A11b)
(n =0~ n™™) (Unten). Vgl. auch Abb. 6.16 auf der vorherigen Seite. Der Van-der-Waals-
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bei AuLi etwas {iberschétzt und bei AuF etwas unterschétzt. Die mit dem TeVelde-Gitter
berechneten Werte betragen jeweils an der Stelle R = R fiir Schema (Allb) 0.8923
eV/A bei AuLi (—0.8927 mit Boerrigter-Gitter) und —0.8315 eV /A bei AuF (Boerrigter:
—0.8407). Die entspechenden Daten fiir die einzelnen Raumbereiche sind in Tab. 6.12 auf
Seite 292 und 6.14 auf Seite 294 aufgelistet.

Wie die Hohenlinienbilder schon angedeutet haben, sind wie beim AuH die Kraft-
Schemata (A11lb) und (B11) sowie das Energie-Schema (B1) durch Beitrdge aus dem
Valenz-, Bindungs, und dufleren Bereich dominiert. Dabei kommen grofie Anteile zur relati-
vistischen Stabilisierung beim Auli aus dem Bindungs- (B) und &ufleren Valenzbereich (V)
sowie aber auch aus dem Gold-Rumpf, wihrend Dichteabnahme in der K-Schale des Li und
deren Anhéufung im Valenzbereich von Li sowie Dichteabhahme in weit entfernten Regio-
nen durch relativistische Effekte diese Stabilisierung z.T. kompensiert. Es verbeibt aber ein
stabilisierender Gesamteffekt, der auch mit einer anziehenden relativistischen Kraftande-
rung einhergeht. Im HeFe-Kraftbild (A11b) spielt hierbei die zentrale und &uere Bindungs-
region (B+V) die dominierende Rolle, wiahrend die relativistische Dichtepolarisierung um
den Li-Kern geméfl dem Berlinschen Theorem eine Abstoflung aus diesem Bereich erzeugt.
Wie beim AuH ist eine Abstoflung durch die promolekulare 5d-Expansion aus dem Bereich

der Au-O-Schale zu erkennen.

Beim AuF sehen die Verhéltnisse schon recht kompliziert aus. Die relativistische
Destabilisierung im Bild (B1) wird anscheinend durch eine relativistische Abnahme der
Elektronendichte entlang der Molekiilachse verursacht, die zu einem groflien Teil durch
Stabilisierung aus dem dufleren Valenzbereich und weiter entfernten Regionen kompensiert
wird. Es verbleibt aber insgesamt eine kleine Destabilisierung. Die Dichteabnahme im Bin-
dungsbereich verursacht im HeFe-Kraftbild (A11b) abstoBende Krifte, wihrend die Dich-
teabnahme entlang der Molekiilachse auf den Atom-, Riickseiten” nach dem Berlinschen
Theorem anziehende Kréfte bewirkt. Der dominante anziehende Beitrag zur HeFe-Kraft
stammt aber aus der K-Schale des F und wird zu einen grofien Teil durch entgegenge-
setzte relativistische p-Polarisierung in der L-Schale des F wieder kompensiert. Insgesamt
verbleibt eine vergleichsweise kleine anziehende relativistische Kraft. Nach Schema (B11)
mufl nach den Erfahrungen, die wir beim AuH gemacht haben, dafl Verhalten der relativisti-
schen Dichtednderung beim Auseinanderziehen der Kerne zur Interpretation herangezogen
werden. Wir erkennen an Hand der Tabelle und der zugehorigen Graphik, Abb. 6.15 auf
Seite 290, eine gute Ubereinstimmung von Schema (B11) mit der Topologie von Orp?.

Der dominante Anteil der relativistischen Kraftdnderung stammt in diesem Bild aus einer
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AbstofSung aus der zentralen Bindungsregion, die durch die relativistische Dichteanhdufung
dort beim Auseinanderziehen der Kerne bewirkt wird. Diese Abstoflung wird aber durch die
anderen Regionen {iberkompensiert, so dafl natiirlich auch in diesem Bild eine anziehende

relativistische Kraftdnderung verbleibt.

6.6 Relativistische Anderungen promolekularer Hell-

mann-Feynman-Kréfte

Nach Abschnitt 4.4, Gl. (4.9), kann die relativistische Anderung der promolekularen HeFe-

Kraft mit den atomaren Elektronendichten pg) = pff) + pf) + ... etc. in der Form

W

rel ro __
AFEe = 22

R
/ dra - 4mry - pf) (6.4)
0

geschrieben werden. Die relativistischen Dichte-Kontraktionen/Expansionen um Kern B

) wie p(lg) eine gerade Funktion ist.

des Promolekiils ergeben keinen Kraftbeitrag, da p(g
Die relativistischen Kraftbeitrdge im Promolekiil konnen daher nur von der relativistischen
Anderung der Elektronendichte des Nachbaratoms stammen, die die Kern-Kern-Abstofung
im relativistischen Fall bei Dichtekontraktion besser oder bei Expansion schlechter ab-
schirmt als im nichtrelativistischen Fall. Da nur solche Anteile der Elektronendichte zur
Anziehungskraft im Promolekiil beitragen, die sich innerhalb eines Radius von der Grofle
der Bindungslédnge um den Nachbarkern befinden, wird diese entsprechend verstarkt, wenn
Elektronendichte von auflerhalb dieses Radius relativistisch innerhalb dieses Bereichs ge-
langt.

Wie es fiir promolekulare Kréfte typisch ist, erlaubt auch diese Formel ein paradoxes
Bild der Kréfte in heteronuklearen Molekiilen. Untersuchen wir beispielsweise eine Ver-
bindung eines Schweratoms A mit einem leichten Atom B, so ergibt die relativistische
Dichteéinderung bei A eine merkliche promolekulare Kraftinderung A™ F5°, wihrend um-
gekehrt die vernachléssigbar kleine relativistische Dichtednderung bei Atom B keine merk-
liche Kraftinderung A™ F}™ bewirkt. Bei den Verbindungen AuH und AuF beispielsweise
ist jeweils A™FP praktisch Null, withrend umgekehrt wegen der Zunahme der Kern-
ladungen der Liganden und trotz der Zunahme des Bindungsabstandes von AuH zu AuF
AR ~ 6.1 x AT FR > AT Fy g gilt. Vgl hierzu Tabelle 6.15 auf der néchsten Seite. In
diesem Sinne ist bei den untersuchten Goldverbindungen ein Vergleich der relativistischen

Kraftdnderung im Promolekiil mit der relativistischen HeFe-Kraft fiir » = 0 nach Schema
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(A11b) moglich, d.h. der Eichparameter wird so gewéhlt, dafi die Gesamt-Kraftinderung

wie ihr promolekularer Anteil nur vom Liganden X stammt.

Wir haben die Berechnung der relativistischen Anderung der promolekularen HeFe-
Kraft in das numerische 4-komponentig-relativistische HFS-Programm DIRAC [81], mit
dem fiir ADF-Rechnungen relativistische Corepotentiale erzeugt werden, implementiert.
Es konnen so fiir eine ganze Reihe von R-Werten die Integrale fOR dry - 47r? - pf) fiir
das mit dem Atomprogramm berechnete Atom A ermittelt werden. Aus der z.B. fiir Au
erzeugten Tabelle % fOR dr 4 - 4mr? - pf) vs. R kann dann die entsprechende promolekulare
Kraftdnderung fiir das gesuchte Molekiil abgelesen werden. Eine Auswahl findet sich in
Tabelle 6.15. Die relativistische Elektronendichtednderung beim Au-Atom und die daraus
resultierende Kraft-Anderung eines Promolekiils sind in Abb. 6.18 auf der nichsten Seite

graphisch aufgetragen.

Man kann evtl. argumentieren, daf in Gleichung (6.4) nur eine effektive Kernladung des
Bindungspartners zum Zuge kommen sollte, die in etwa der Wertigkeit entsprechen miifite,
so daB alle moglichen Bindungspartner eines Schweratoms in etwa die gleiche promolekulare
Kraftdnderung verspiiren, die ja nur von der relativistischen Dichteinderung des Schwera-
toms abhingt. Wie wir in Tabelle 6.15 sehen kénnen, hingt A™F™ dann nur noch vom
Kernabstand ab, wobei der Effekt um so kleiner ist, je weiter die beiden Atome voneinan-
der entfernt sind. Dies ist ein verniinftiges Ergebnis, da die promolekularen relativistischen

Abschirmeffekte in der Tat nur bei vergleichsweise kurzen Kernabstianden merklich sein

Tabelle 6.15 Relativistische berechnete gesamte und promolekulare Kraftinderung
A™ Fy fiir einige zweiatomiger Goldverbindungen AuX am jeweiligen berechneten nicht-
relativistischen Bindungsabstand R Promolekulare Kraftdnderung nach Gl. (6.4). Der
Wert des Integrals fiir Q x = 1 kann aus Abb. 6.18 auf der néchsten Seite abgelesen werden.
In Klammern die promolekulare Kraftinderung fiir Q@ x = 1. Aus der Kraftdnderung kann
nach Gl (6.2) die zu erwartende RBLV abgeschitzt werden. Diese Abschétzungen unter
Verwendung der nichtrelativistischen Kraftkonstanten aus Tab. 6.1 auf Seite 255 sind hier

als 0 R-Werte angegeben.

Ligand X | R [A] | —A™FP™ [eV/A] | —§RPr —A™Fy x [eV/A] | —6R
H 1.72 | -0.448 0.05 -1.839 | 0.19
Li| 2.45|-0.516 (-0.172) | 0.16 (0.05) ~0.727 | 0.23
F 2.10 | -2.773 (-0.308) | 0.21 (0.02) -1.417 1 0.11
Cl| 2.40|-3.071 (-0.181) | 0.31 (0.02) -1.546 | 0.16
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Abbildung 6.18: Relativistische Anderung der promolekularen Kraft, A F ¢ des Ligan-
den X von zweiatomigen Goldverbindungen AuX nach numerischen HFS-Atomrechnungen
fiir Au. Oben: Abb. A: relativistische und nichtrelativistische Elektronendichten, Abb. B:
relativistische Dichtednderung, jeweils gegen den Abstand vom Au-Kern aufgetragen. Un-
ten: Abb. C: A™FY°(R) fiir Qx = 1 gegen R aufgetragen, Abb. D: RZA™ FY°(R) analog
Abb. C fiir einen groBleren R-Bereich. Die kleinen Bindungsabsténde sind unphysikalisch,
man kann aber deutlich erkennen, wie A™FY* die Struktur von A™p wiederspiegelt. Fiir
gingige Kernabstinde > 1.5A bei Goldverbindungen ist A™ FY* in jedem Fall wegen der
6s-Kontraktion anziehend, die hd-Expansion erzeugt im dufleren Rumpfbereich des Goldes
abstoflende Krifte auf den Bindungspartner, die aber nur bei extrem kurzen Absténden

von R < 1.3A eine Rolle spielen wiirden.
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sollten. Wir erkennen in Abb. 6.18 auf der vorherigen Seite, daB fiir Kernabstinde >4A
A P praktisch verschwindet.

Fiir alle AuX ist wegen der 6s-Kontraktion im Goldatom die promolekulare relativisti-
sche Kraftinderung anziehend. Bei AuH ist aber A™ FJ™ im Vergleich mit der gesamten
relativistischen Kraftinderung recht klein, wie auch die entsprechenden A™ F™ bei den an-
deren Au-Verbindungen, sofern man Q$' ~ 1 verwendet. In diesem Sinne ist die urspriingli-
che Interpretation von Pyykkod und Desclaux zur Erkldrung der RBLV in geeigneter Weise
zu modifizieren: Relativistisch kontrahierende Atome tragen zu einem Teil zur RBLV bei.
Dieser promolekulare Effekt ist um so griofier, je kiirzer die Bindung ist. Relativistische Re-
organisationseffekte der molekularen Differenzdichte verursachen aber bei den untersuchten
Systemen einen weitaus grofseren Teil der gesamten relativistischen Kraftinderung.

Nach Kapitel 3 hat Lu eine besonders ausgeprégte relativistische Destabilisierung und
Expansion der 5d-Schale. Wir sollten daher eigentlich in der Lage sein, diesen Effekt z.B. bei
LuH in der promolekularen oder woméglich sogar in der gesamt-relativistischen Kraftande-
rung zu sehen. Die Kraft-Anderung bewirkt die RBLV. Nach Rechnungen in der hiesigen
Arbeitsgruppe [180] zeigt LuH aber statt einer Bindungsverlingerung eine kleine Bin-
dungsverkiirzung, was darauf zuriickzufiihren ist, dafl die 6s-Kontraktion die 5d-Expansion
iiberwiegt und die Bindung offenbar durch die 6s-Beteiligung dominiert wird. Die promole-
kulare relativistische Kraft-Anderung beim Bindungspartner eines neutralen Lu-Atoms ist
im iibrigen auch anziehend, da hierbei ebenfall die 6s-Kontraktion {iberwiegt. Die resultie-
renden Graphiken dhneln sehr denen in Abb. 6.18 auf der vorherigen Seite, so daf§ wir sie
nicht extra hier abdrucken.

Wir haben die promolekulare Kraft-Anderung daher einmal fiir Lu* in 5d*-
Konfiguration untersucht. Siehe hierzu Abb. 6.19 auf der néchsten Seite. Wie erwartet
macht sich die 5d-Expansion in einer promolekularen relativistischen Abstofung bemerk-
bar. Leider konnte aber auch durch Molekiilrechnungen an LuH™ keine relativistische
Bindungsverlangerung gefunden werden, da das 6s-Orbital des Lu zu sehr an der Bindung
beteiligt ist. Wie beim neutralen LuH ergab sich eine (allerdings noch schwicher ausge-
prigte) RBLV. Wir haben ebenfalls noch ein planares LuHj (Ds,-Symmetrie) mit ADF
untersucht. Hier haben die relativistischen Effekte keinerlei Netto-EinfluB mehr auf die
Bindungslénge, d.h. die bindungskontrahierenden Effekte durch die 6s-Beteiligung beim
LuH werden bei LuHjz durch bindungsverlingernde Tendenzen vollstdndig kompensiert.
Wegen der insgesamt leider etwas unspektakuldren Resultate wollen wir hier aber keine

Details zu diesen Rechnungen présentieren.
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6.6. Relativistische Anderungen promolekularer Hellmann-Feynman-Kréfte
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Abbildung 6.19: Relativistische Anderung der promolekularen Kraft, A™FY° des
Liganden X von zweiatomigen Verbindungen des Lu*-Ions nach numerischen HFS-
Atomrechnungen fiir Lu™ in 5d?-Konfiguration. Oben: Abb. A: relativistische und nichtre-
lativistische Elektronendichten, Abb. B: relativistische Dichtednderung, jeweils gegen den
Abstand vom Au-Kern aufgetragen. Unten: Abb. C: A™FY°(R) fir Qx =
aufgetragen, Abb. D: R?A™[FY°(R) analog Abb. C fiir einen groBeren R-Bereich. Fiir
Kernabstinde >~ 1.3A ist A™F2™ in wegen der 5d-Expansion abstofend.

1 gegen R
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6. Relativistische Energien und Kréfte schweratomhaltiger Molekiile

6.7 Relativistische ADF-Energiegradienten bei unter-

schiedlich groflen Frozen-Cores

Wir hatten schon fiir die nichtrelativistischen ADF-Energiegradienten in Kapitel 5 gesehen,
daB es wegen der zahlreichen Integraltransformationen in Gl. (4.31) keine sichtbare Uber-
einstimmung von HeFe-Kriften und den exakten Gradienten gibt. Insbesondere hat der
Frozen-Core einen entscheidenden Einflufl auf das erhaltene Vorzeichenmuster. Wir wollen
in diesem Abschnitt fiir das Beispiel AuH den ADF-Gradienten und seine relativistische
Korrektur graphisch darstellen.

TR nsym R nsym
,: \\ \\ 4d Core R 5p Core
_\\\\ VAN ~

AuH

Abbildung 6.20: Nichtrelativistische Energiegradienten fiir AuH (Au links in den Bil-
dern) beim Kernabstand RY). Fiir die linken Abb. wurde beim Au Frozen-Core verwendet,
der die 1s bis 4d-Schalen umfafit, bei den rechten Bildern 1s bis 5p. Hohenlinienwerte:
0.00,4+0.01 - 10" Hartree/Bohr?, n = 0,1,2.... Gestrichelte Linien entsprechen negativen

Funktionswerten und damit anziehenden Kréften. Die Null-Linien sind fett gezeichnet.
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6.7. Relativistische ADF-Energiegradienten bei unterschiedlich grofien Frozen-Cores

Wir erkennen bei den nichtrelativistischen Energiegradienten das schon in Kapitel 5
beschriebene Vorzeichenmuster im Bereich des Frozen-Cores, das bei den grofien 5p-Cores
den Bindungsbereich mitbeeinflufit, so dafl hier ein Bild erzeugt wird, das dem Berlin-
Diagramm &dhnelt. Dies liegt aber einzig an der Grofle des Frozen-Cores. Bei kleinerem
Frozen-Core, z.B. bis 4d, ist im Auflenbereich des Goldrumpfes das fiir Allelektronenrech-
nungen typische Vorzeichenmuster erkennbar, wobei in Bindungsrichtung die abstoflenden
Anteile iiberwiegen. In der Darstellung mit n = n®™ erhalten wir mit beiden Cores ein
sehr dhnliches Bild, in dem die Region zwischen den Kernen anziehende Kréfte ausiibt. In
beiden Fillen ist die Topologie der Elektronendifferenzdichte nicht unmittelbar sichtbar.

Da am Kraft-Nullpunkt fiir die insgesamt zu Null aufintegrierenden Anteile der Kraft
nach Schema (B1)

—9pEY =0 = —-9rE" <p(0)/N> —_ O <3Rp(0)/N>
=0

= —B (9O /)

punktweise im Raum gelten muB, sollte eigentlich eine gewisse Ahnlichkeit der nichtrelati-
vistischen Gradienten mit der Topologie von dzp® gelten. Dies ist aber ebenfalls nicht der
Fall, insbesondere fehlt den ADF-Gradienten die fiir Elektronendifferenzdichten typische
Knotenstruktur im Bereich der Atomriimpfe.

Bei den relativistischen Anderungen der Gradienten ist ebenfalls keine unmittelbare
Ahnlichkeit der Topologien mit einer der in Abschnitt 6.5 vorgestellten Elektronendiffe-
renzdichten des AuH auszumachen. Wieder finden wir eine starke Abhéngigkeit des Bildes
von der GroBe des Frozen-Cores auch im Valenzbereich des Atoms.

Wir vermuten, dal sich wegen der zahlreichen Integraltransformationen im ADF-
Gradienten die Rumpfelektronen betreffende Einfliisse in weiter aulen liegenden Bereichen
bemerkbar machen. Im Gegensatz dazu finden wir in den kernnahen Bereichen vergleichs-
weise einfache Topologien der ADF-Gradienten, die in keinem offensichtlichen Zusammen-

hang mit den relevanten Differenzdichten Ap, dgp etc. stehen.
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6. Relativistische Energien und Kréfte schweratomhaltiger Molekiile

AuH nsym  4d Core

-~

7\

n=1/2 4d Core n:i/2 5p Core

Abbildung 6.21: Relativistische Anderung der ADF-Energiegradienten fiir AuH (Au links
in den Bildern) beim Kernabstand R Fiir die linken Abb. wurde beim Au ein Frozen-
Core verwendet, der die 1s bis 4d-Schalen umfafit, bei den rechten Bildern 1s bis 5p.
Héhenlinienwerte: 0.0000,40.0001 - 10" Hartree/bohr*, n = 0,1, 2.... Gestrichelte Linien
entsprechen negativen Funktionswerten und damit anziehenden Kréften. Die Null-Linien

sind fett gezeichnet.
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6.8. Vergleich der relativistischen Anderung chemischer Bindungseigenschaften in
verschiedenen Bildern

6.8 Vergleich der relativistischen Anderung chemi-

scher Bindungseigenschaften in verschiedenen
Bildern

Wir haben in diesem Kapitel gesehen, daf sich relativistische Anderungen von Bindungs-
energien und intramolekularen Kréften mit Hilfe von — verschiedenen, im Ergebnis dqui-
valenten, aber jeweils unterschiedliche physikalische Interpretationen nahelegenden — For-
meln beschreiben und im Detail analysieren lassen konnen. Dabei zeigt sich, dal es mehr
,,chemisch” im Sinne von ,,den Valenzbereich und die Bindungsregion betonende” Bilder
gibt, und solche, in denen die rechentechnische Auswertung besonders einfach und/oder nu-
merisch genau durchgefiihrt werden kann. Letztere eignen sich natiirlich besonders fiir eine
effiziente Verwendung in quantenchemischen Programmsystemen, wiahrend erstere eine de-
tailliertere Analyse z.B. mit Hilfe von Differenzdichte-Diagrammen ermoglichen. Beziiglich
der relativistischen Energie- und Kraft-Anderungen scheint es zumindest bei den hier un-
tersuchten Auswertungsschemata keines zu geben, das leicht und effizient zu implementie-
ren und anzuwenden ist und gleichzeitig eine chemisch intuitiv erscheinende Interpretation
zulaft. Man konnte sagen: Berechnung und Erklarung sind komplementér.

Die in Abschnitt 1.6 hergeleiteten und in diesem Kapitel verwendeten ,,Erwartungswert”-
Schemata (B1) und (B11) héngen in ihrer rdumlichen Verteilung von der Topologie
bestimmter relativistischer und nichtrelativistischer Differenzdichten ab, wobei nicht un-
bedingt von vornherein klar ist, ob und welcher der Terme einen dominierenden Anteil
des Bildes ausmacht. Wir haben gefunden, daf jeweils diejenige Differenzdichte, die den
betragsmiBig groften Vorfaktor (hier: E(©) trigt, die rdumliche Verteilung der ent-
sprechenden Energien und Krifte vor allem im Valenz- und Bindungsbereich wesentlich
bestimmt. Wegen der z.T. recht komplizierten Struktur der relevanten Differenzdichten ist
das erhaltene Bild zwar ,,chemisch”, aber sehr komplex.

Wir haben in Tabelle 6.16 auf der néchsten Seite noch einmal einige wichtige Punkte

beziiglich der Analyse von relativistischen Energie- und Kraftdnderungen zusammengefafit.

306



Tabelle 6.16 Kurze Ubersicht iiber die in diesem Kapitel bei der Analyse relativistischer

Energie- und Kraftéinderungen angefallenen Ergebnisse

Interpretation relativistischer Energien und Krafte

Wesentliche Beitrage in

Schema Beschreibung Molekiilen verursacht durch Kommentar
) ; -
relativistische Energiednderung Ap7™ id. K-Schale d. Schyv.eratoms, vergleichsweise einfache
(A1) Valenz-Core-Orthogonalisierung, . .
durch den Operator EN des Liganden Interpretation, kein Valenz-Effekt
relativistische Anderung . . @) hauptsachlich Valenz-Beitrage,
(B1) des Energie-Erwartungswerts vel. Differenzdichte Ap Kenntnis von Ap(®) nétig
Anderung von (A1) ©) : vergleichsweise einfache
(Alla) mit dem Kernabstand R OrAp™ 1d. K-Schale d. Schweratoms Interpretation, kein Valenz-Effekt
relativistische Anderung der rel. Dichtesinderung p?), Vorzeichen- numerisch empfindlich, je nach.Elnchung
(A11b) Lo Rumpf- und/oder Valenz-Beitrége,
Hellmann-Feynman-Kraft muster nach Berlin-Diagramm . . .
einfache elektrostatische Interpretation
“ hauptséchlich Valenz-Beitra
(B11) Erwartungswert fler Anderung der rel. Dichtednderung agsn;iiislim:g en(ZQ) Egtriage,
relativistischen Kraft-Anderung mit dem Kernabstand R, 9gp® . N 1P 16
eingeschrankt anschaulich
Arel ppro promolekulare rel. Anderung atomare rel. Dichtednderung einfache Interpretation, anschaulich,
der Hellmann-Feynman-Kraft jeweils des Bindungspartners Paradox, kein QM Fundament
,,Exakte rel. numerisch genaue Berechnung ch sehr stabil
Energie- der Anderung des rel. keine offensichtlichen Zusammenhénge CUTLELISCL SCAT SLabt,
. ” . . schwierige Interpretation
gradienten Energie-Erwartungswertes mit R
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Kapitel 7
Zusammenfassung

Im Rahmen der quantentheoretischen Beschreibung von Atomen, Molekiilen und Kristal-
len stellt die in der theoretischen Chemie meist als Ausgangspunkt verwendete Schrodin-
gergleichung nur eine Ndherung dar, da sie das Relativitétsprinzip in der sogenannten
nichtrelativistischen, sprich Galileischen Form, d.h. mit der impliziten Voraussetzung einer
unendlich groflen Grenzgeschwindigkeit und der beliebigen Addierbarkeit von Geschwin-
digkeiten, beriicksichtigt. Insbesondere bei Systemen mit Schweratomen ist diese Ndherung
nicht mehr vertretbar und liefert unter Umsténden sogar qualitativ unrichtige Rechenergeb-
nisse, da sich die Elektronen des Systems in der Ndhe hochgeladener Kerne mit einem nicht
mehr zu vernachliassigbarenden Bruchteil der Lichtgeschwindigkeit bewegen. Hier mufl das
FEinsteinsche Relativitdtsprinzip explizit in der quantentheoretischen Beschreibung beriick-

sichtigt werden.

Als Ausgangspunkt einer relativistischen Quantenchemie dient i.d.R. der Dirac-
Hamiltonoperator bzw. die in geeigneter Weise mit dem Coulomb-Operator und
evtl. gendherten relativistischen Elektronenwechselwirkungstermen modifizierten
Mehrelektronen-Dirac-Hamiltonoperatoren. Die Entwicklung von neuen relativistisch-
quantenchemischen Methoden, ihre Programmierung und die Anwendung auf Atome,
Molekiile und Kristalle ist ein sich besonders in jiingerer Zeit rasch entwickelndes For-
schungsgebiet, dessen Bedeutung wegen der zunehmenden Ausdehnung theoretisch-
chemischer Methoden auch auf schweratomhaltige Verbindungen fiir das Verstdndnis
deren Eigenschaften immer mehr zunimmt. Die sog. ,,direkte” Stérungstheorie (DPT) hat
sich bei der Berechnung relativistischer Effekte als eine niitzliche Methode herausgestellt.
Die Formulierung von spin-gemittelter DPT-Energie- und Elektronendichteberechnung
erster Ordnung (FO-DPT) in einer fir das Amsterdam-Density-Functional- (ADF-) Pro-
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7. Zusammenfassung

gramm geeigneten Form und ihre Implementierung in selbiges war ein wichtiger Teil dieser
Arbeit (Abschnitt 2.7.3). Thre Anwendung auf zweiatomige goldhaltige Molekiile ergab
zufriedenstellende Resultate beziiglich relativistischer Anderungen von Bindungslingen
und -energien (Abschnitt 6.3), die in guter Ubereinstimmung mit Ergebnissen anderer
Autoren sind. In Abschnitt 2.4 wurden FO-DPT-Elektronendichtednderungen bei Einelek-
tronatomen mit voll-relativistischen Dirac-Dichtednderungen sowie mit solchen, die auf
Storungstheorie mit dem singuléren Pauli-Operator basieren, miteinander verglichen. Die
Ergebnisse sind in qualitativer Ubereinstimmung mit den in Kapitel 6 gefundenen Trends,
ndmlich dafl die FO-DPT-Dichtednderung stets kleiner ist als die voll relativistische
Dichtednderung, weshalb FO-DPT auch bei Molekiilen mit Schweratomen etwa ab der 6.
Periode etwas zu kleine relativistische Effekte liefert. Fiir Atome bis zur 5. Periode reicht
die Beriicksichtigung relativistischer Effekte auf storungstheoretisch niedrigstem Niveau

oft noch aus.

Neben der genauen Berechnung von Atom- und Molekiileigenschaften im Rahmen ei-
nes geeignet gewéhlten relativistischen Formalismus ist deren Interpretation eine wichtige
Aufgabe der theoretischen Chemie und dient dem Verstindnis der zugrundeliegenden phy-
sikalischen Wirkungsmechanismen. Die Analyse und Interpretation relativistischer Effekte

bei Mehrelektronsystemen war der Schwerpunkt dieser Arbeit.

Bei der qualitativen Abschétzung chemischer Trends spielt die Kenntnis der periodi-
schen und nichtperiodischen Figenschaften der beteiligten Atome eine grofie Rolle. Dabei
kommt Schweratomen héufig eine ,,Ausnahmerolle” zu, d.h. gewisse Trends wie Wertigkei-
ten, Atomradien etc. im Periodensystem werden im Bereich hoher Ordnungszahlen modifi-
ziert oder kehren ihr Vorzeichen um, was durch nichtrelativistische theoretische Methoden
rechnerisch nicht verifiziert werden kann. Erst die relativistische theoretische Beschrei-
bung liefert auch im Schweratombereich die beobachteten Trends, so dafl man viele der
Besonderheiten periodischer Trends bei Schwerelementen zumindest teilweise auf | relati-
vistische Effekte”, d.i. der Unterschied zwischen der falschen nichtrelativistischen und der
realistische(re)n relativistischen Beschreibung zuriickfiihrt. Ein bekanntes Beipiel ist der

inert-pair-Effekt.

Kapitel 3 dieser Arbeit war der Aufklarung der Systematik von relativistischen Effekten
von Atomorbitalen gewidmet. In der quantenchemischen Literatur ist insbesondere der Be-
griff des ,,Gold-Maximums” relativistischer Effekte héufig zu finden. Wir konnten erstmalig
zeigen und im Detail aufklédren, wie verschiedene periodische und nichtperiodische Trends

in ihrem Zusammenspiel das ,,Gold-Maximum” wie auch andere scheinbare Anomalien re-
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7. Zusammenfassung

lativistischer Effekte, insbesondere aber deren Periodizitdten verursachen. Die Einfliisse
von nichtrelativistischen und relativistischen Schalenbesetzungs- sowie direkten relativisti-
schen Effekten sind in einfachen Féllen ndherungsweise additiv, so dafl einfache Faustregeln
beziiglich der relativistischen Trends aufgestellt werden konnten. Das Verstdndnis der re-
lativistischen Effekte bei Atomen und ihr Zusammenspiel mit den anderen periodischen
Eigenschaften ist ein erster Schritt zum Versténdnis relativistischer Anderungen von che-

mischen Bindungseigenschaften.

Die chemische Bindung wird oft mit Hilfe zweier u.U. komplementérer Konzepte be-
handelt: Energie und Kraft. Beide Konzepte lassen sich fiir eine Interpretation nach rdum-
lichen Beitrdgen zu ihren Erwartungswert-Integralen aus unterschiedlichen Raumbereichen
im Molekiil ananlysieren und mit Eigenschaften der Elektronendichte in Verbindung brin-
gen. In Abschnitt 1.6 haben wir bekannte und neue unterschiedliche paradore Wege zur
storungstheoretischen Interpretation quantenmechanischer Erwartungswerte , wie z.B. von
Energie und Kraft, vorgestellt und nach unterschiedlichen Typen klassifiziert. Eine Uber-
sicht der verwendeten Interpretationsschemata findet sich auch auf der letzten Seite dieser
Arbeit. Zu Interpretationszwecken ist ein storungstheoretischer Formalismus hilfreich, da
die verschiedenen Ordnungen der Stérungstheorie die Effekte hierarchisch gliedern. Die FO-
DPT-Berechnung atomarer und molekularer relativistischer Elektronendichte-, Energie-
und Kraftinderungen diente in dieser Arbeit als ein Instrument, um ein tieferes Versténd-

nis relativistischer Effekte in schweratomhaltigen Molekiilen zu erarbeiten.

Intramolekulare Krdfte lassen sich mit Hilfe des Hellmann-Feynman-Theoremsin schein-
bar sehr einfacher Weise rein elektrostatisch mit Hilfe der Elektronendichte deuten. In Ka-
pitel 4 wurde ein Uberblick iiber Hellmann-Feynman-Krifte, die Problematik ihrer Berech-
nung, ihre Interpretation, ihre Bedeutung in Bezug auf relativistische Bindungsléngenénde-
rungen sowie den Zusammenhang mit intramolekularen Energiegradienten gegeben und

einige der in spéteren Kapiteln benotigten Formeln hergeleitet.

In Kapitel 5 wurden nichtrelativistische Hellmann-Feynman-Kréfte in zweiatomigen
Molekiilen im Detail analysiert. Die Ergebnisse weisen auf Miflinterpretationen von
Hellmann-Feynman-Kréften in der Literatur hin, die in Zusammenhang mit der Schwierig-
keit ihrer genauen Berechnung stehen. Weiterhin wurden in Kapitel 5 ,,exakte” intramo-
lekulare Energiegradienten untersucht und ihr Zusammenhang mit bzw. die Unterschiede
zu Hellmann-Feynman-Kréften deutlich gemacht. Der Zusammenhang der beiden Kraft-
Schemata mit den verschiedenen Interpretationsschemata in Abschnitt 1.6 hat gezeigt,

dafl die Hellmann-Feynman-Kraft und der Energiegradient beziiglich ihrer rdumlichen Bei-
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trage nicht miteinander vergleichbar sind, da sie auf unterschiedlichen Elektronendichte-

Einfliissen basieren.

In Abschnitt 6.5 wurden auf der FO-DPT-Berechnung basierende relativistische Ande-
rungen von Bindungsenergien und intramolekularen Kréiften an drei Beispielen mit Hilfe
der unterschiedlichen Interpretationsschemata nach Abschnitt 1.6 untersucht. Die Analyse
zeigte, dafl jeweils unterschiedliche relativistische oder nichtrelativistische Elektronendif-
ferenzdichten fiir die rdumlichen Beitrige zu den Integralen der einzelnen Auswertungs-
Schemata verantwortlich sind. Dabei gibt es Schemata, die eine Herkunft der relativisti-
schen Effekte nur aus dem inneren Rumpfbereich des Schweratoms suggerieren, als auch
solche, die iiber die relativistische Elektronendifferenzdichte Valenz- und Bindungsbereich
betonen. Der betrachtete Erwartungswert hat in jedem Schema als Gesamt-Integral die
gleiche Grofle, und da nur letzteres als Meflwert eine Bedeutung hat, miissen die verschie-
denen Berechnungs- und Auswertungsschemata als dquivalent einander gegeniibergestellt
werden, ohne daf eines ,,richtiger” oder ,,falscher” als ein anderes ist, auch wenn ihre Aus-
sagen paradox sind. Bei der Interpretation kann aber durchaus ein Schema einem anderen
zu bevorzugen sein, etwa wegen konzeptioneller Einfachheit oder einer Betonung von mehr

,,chemisch” relevanten Regionen im Molekiil.

Die relativistische Bindungslingendnderung kann auf der Basis relativistischer Kraft-
Anderungen verstanden werden. Dabei liefert die relativistische Radienédnderung atomarer
Valenzschalen eine naive Erklarung, die aber immerhin auf einem theoretisch fundierten
Teilbeitrag zur Kraft, ndmlich der promolekularen relativistischen Krafténderung, basiert.
Diese wurde in Abschnitt 6.6 untersucht, wobei sich herausgestellt hat, dafl die promole-
kulare relativistische Kraftinderung eines relativistisch kontrahierten Atoms zwar immer
zu einer Bindungskontraktion fiihrt, gegeniiber der gesamten relativistischen Kraftdnde-
rung aber vergleichsweise klein ist. In analoger Weise zeigen relativistisch expandierende
Atome bindungsverlangernde promolekulare relativistische Kraftdnderungen. Die relativi-
stischen Differenzdichteeffekte spielen bei der relativistischen Bindungsléngendnderung bei

den untersuchen Beispielen die dominante Rolle.

Als Ausblick in die Zukunft bleibt zu sagen, da# die theoretische Untersuchung der
chemischen Bindung wegen ihrer Komplexitédt mit Sicherheit noch nicht als abgeschlossen
bezeichnet werden kann. Gleiches gilt fiir die Entwicklung relativistischer Methoden in
der Quantenchemie. Auch im Rahmen der DPT-Implementierung in ADF bleibt geniigend
Raum fiir weitere Entwicklungen, so z.B. eine Ausweitung auf die néchst hohere Ord-

nung. Diesbeziiglich ist ein wichtiger Schritt, ndmlich die Berechnung der relativistischen
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Orbitaldanderungen, schon durchgefiihrt, da wir diese zur Interpretation der Krifte und
Energien bendtigt haben. Weitere Entwicklungsmoglichkeiten sind die Programmierung
von DPT-Energiegradienten in ADF sowie die Einbeziehung der Spin-Bahn-Kopplung in
das storungstheoretische Schema.

Die Ergebnisse der Kapitel 3 — 6 wurden jeweils am Kapitelanfang in Form einer kurzen
Liste mit einem Verweis auf die entsprechende Unterkapitelnummer aufgezéhlt. Kapitel 5
und 6 enthalten zusétzlich jeweils am Kapitelende eine Tabelle, in der die verwendeten

Auswertungschemata miteinander verglichen werden.
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Anhang A
Funktionale und Variationsrechnung

Eine Funktion ist eine Abbildungsvorschrift fiir Mengen von Zahlen, d.h. einer reellen oder

komplexen Zahl x wird in eindeutiger Weise eine reelle oder komplexe Zahl y zugeordnet:

flz)=2—y

Ein Funktional ist in entsprechender Weise eine Abbildungsvorschrift fiir Mengen von Funk-

tionen auf die Menge der (reellen oder komplexen) Zahlen, d.h.

Ff] = f(z) =y

oder einfacher ausgedriickt: ein Funktional ist eine Funktion einer oder mehrerer Funk-
tionen und/oder deren Ableitungen. In der Physik ist es oft wichtig, die Variation eines
Funktionals zu untersuchen, d.h. die Verdnderung 6 F eines Funktionals in Abhéngigkeit
von (kleinen) Verdnderungen §f der Funktion, wobei nur Terme linear in ¢ f zum Tragen
kommen. Ganz analog zur Summation iiber die Ableitungen nach allen unabhéngigen Va-
riablen bei der Bildung der Variation einer Funktion muf hier iiber alle Variationen von f
an allen moglichen Stellen x summiert, sprich integriert werden:

5F:/dx-§—];5f (A1)

Der Ausdruck g_}; wird die Funktionalableitung von F' beziiglich f genannt. Ihre Bestim-

mung erfolgt {iber den Grenzprozef3

OF {F[f +eg(@)] - Flf]

ﬁg(x) = l{% -

In der Praxis bildet man F'[f + 0 f] und beriicksichtigt Terme bis erster Ordnung in ¢ f mit
of ~ %5% Das Ergebnis wird im Sinne von F' + JF interpretiert und in der Form F+
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A. Funktionale und Variationsrechnung

(A.1) geschrieben [8]. In der Theoretischen Chemie ist der Fall eines Funktionals der Form

Flf) = / 0 - (7, (7), VI (). V" (7))

besonders wichtig. Die Funktionalableitung hiervon ist durch

6F_ - N dg
ﬁ_jzo( v (6(611”)) (A.2)

gegeben [8,181,182]. Der Operator V wirkt dabei auf die Koordinate 7. Fiir den besonders

einfachen Fall eines Funktionals der Form

Flf) = / a7 g(f(7)

ist die Funktionalableitung lediglich die partielle Ableitung

0F  Og
of ~of
Fiir die Funktionalableitungen additiv oder multiplikativ zusammengesetzter Funktionale
gelten die gleichen Regeln wie fiir gewohnliche Ableitungen von Funktionen.

Mit dem Auffinden von Extremalen eines Funktionals befaf3t sich die Variationsrech-
nung, d.h. mit der Bestimmung einer Funktion oder einer Klasse von Funktionen, beziiglich
denen ein Funktional lokale Maxima oder Minima aufweist. Ein historisch bekanntes Bei-
spiel ist das von J. Bernoulli offentlich aufgestellte Problem der Brachistrochrone, d.h.
die Berechnung derjenigen Fallkurve zwischen zwei Punkten, deren Fallzeit minimal ist !.

Analog zur Ermittlung von Extremwerten von Funktionen wird gefordert, daf

oF

fiir beliebige 6 f. Aquivalent dazu kann dann gefordert werden, daf die Funktionalableitung

von F' verschwindet:

oF
S5f
!Dies ist bekanntlich eine umgedrehte Zykloide (Rollkurve) mit x(t) = C;(t —sint) + Ca,y(t) = C1(1 —

cost). Interessanterweise ist die Fallzeit auf einer vorgegebenen Zykloide nicht abhéingig davon, aus welchem

0 (A.3)

Punkt auf der Kurve man den Koérper fallen 148t.

318



A. Funktionale und Variationsrechnung

Dies ist die sogenannte Euler-Lagrange-Gleichung, die notwendige Bedingung fiir das Vor-
liegen eines Extremwertes von F'. Sie fiihrt i.A. auf eine Differentialgleichung zweiter Ord-
nung fiir f, es gibt jedoch einfachere Spezialfille (zu denen auch das Brachistochronen-

Problem gehort). Beim Vorliegen von M Nebenbedingungen der Form
Gilfl=0, k=1...M

kann man diese in eleganter Weise berticksichtigen, indem das Extremum des zusammen-

gesetzten Funktionals

M
H:F—ZGk~)\k
k=1

gesucht wird, d.h.

(;—1;1:0 A g—i:(),kzl...M
wobei die Ableitungen nach A gerade die Nebenbedingungen liefern.

Die Berechnung von Funktionalableitungen kann sehr miihsam sein, wenn das Funk-
tional entsprechend komplex ist. Die Verwendung moderner Computeralgebra gestattet
es, fiir den in der Dichtefunktionaltheorie wichtigen Spezialfall (A.2) solche Funktionala-
bleitungen quasi automatisch zu berechnen. Die obigen Beziehungen koénnen z.B. bei der
Herleitung der Hartree-Fock-Gleichungen verwendet werden (s. Abschnitt 1.2).

Das Ritzsche Verfahren [182] stellt einen Ansatz dar, ein Funktional F'[f] durch einen

linearen Ansatz mit Basisfunktionen b;,

= Zn: bic;
i=1

beziiglich der Koeffizienten ¢; zu einem Extremwert zu machen. Die Bedingung

F[Y bicil =gler,co,. .. cp)

fordert dann, dafl alle Ableitungen von ¢ nach den Koeffizienten Null werden. Ein in der
Quantenmechanik wichtiges Problem ist die Darstellung der Zustandsfunktion 1) eines Sy-

stems in einer solchen Basis. Die Minimierung des Energieerwartungswertes

(E) = (i bici HY)— bicy)
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A. Funktionale und Variationsrechnung

beziiglich der Koeffizienten c fiithrt auf die n x n-Matrix-Gleichung (verallgemeinertes Ei-

genwertproblem)
HC=SCe¢ (A.4)
mit

Hi; = (bi| H|b;)

Sij = (bilbj)

C;; = Koeffizient ¢; der j-ten Eigenfunktion

e, = gendherter Eigenwert der i-ten Eigenfunktion

(die Matrix e ist diagonal)

Das Variationsprinzip der Quantenmechanik ist ein hilfreiches Instrument zur Beurteilung
der Giite einer gendherten Zustandsfunktion. Es besagt, dafl die gendherten Eigenwerte
g; eines nach unten beschrankten Operators H stets obere Schranken fiir die echten Ei-
genwerte darstellen. Es wird derjenige Eigenwert von H am besten approximiert, dessen
Eigenfunktion von der Basis am besten dargestellt werden kann. Oft ist dies (bei nach
unten beschranktem Eigenwertspektrum) der tiefstliegende Eigenwert, wenn die Basis aus
Funktionen minimaler Knotenanzahl besteht 2. Eine Vorauswahl der Gestalt von Basis-
funktionen kann daher fiir die Losung des Eigenwertproblems entscheidend sein. In einer

vollstindigen Basis ist (A.4) dquivalent zur Losung der Schrodingergleichung (1.4).

2Fiir eindimensionale Systeme mit nach unten beschrinktem Energiespektrum gilt in der Quantenme-
chanik der sog. ,,Knotensatz’: je hoher der Energieeigenwert, desto mehr Nullstellen (Knoten) hat die
zugehorige Eigenfunktion. Fiir mehrdimensionale Systeme gilt dieser Satz nicht mehr streng, kann aber

trotzdem manchmal als qualitatives Kriterium verwendet werden.
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Anhang B

Basistransformationen

B.1 Passive (Basis-) Transformationen

Transformationen von Darstellungen von Wellenfunktionen und Operatoren zwiaschen un-
terschiedlichen Basissidtzen sind in der theoretischen Chemie sehr wichtig. So werden etwa
im ADF-Programm mehrere Basissétze verwendet, die in Abschnitt 1.5.7 beschrieben wur-
den. In der Quantenchemie hat man es meist mit nicht-orthonormierten Basisfunktionen zu
tun, so da8 man bei der unkritischen Ubertragung von Formeln, die fiir orthogonale (oder
unitére) Transformationen entwickelt wurden, Uberraschungen erleben kann. So ist in [2]
z.B. eine Formel zur Transformation von Matrixdarstellungen von Operatoren angegeben,
die nur fiir unitdre Transformationen gilt.

Gegeben sei eine Basis {b;} aus Basisvektoren (bzw. -funktionen) b;, die nicht notwendi-
gerweise orthonormal sind, sowie die Darstellung ¢ eines Vektors ¢ in dieser Basis in Form

eines Spaltenvektors !:

?7225i6¢: (e by . e
Die Basis wird in :

Form von Spaltenvektoren Darstellung von 7

nebeneinander geschrieben als Spaltenvektor &

Insofern ¥ als real existierende Gréfie angesehen wird, wihrend die Basis und damit auch die Darstel-
lung von ¥ in einer Basis lediglich mathematische Konstrukte sind, méchten wir hier den Vektor und seine

Darstellungen symbolisch voneinander unterscheiden.
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B.1. Passive (Basis-) Transformationen

Transformation der Basisvektoren

zu einer neuen (evtl. ebenfalls schiefwinkligen) Basis {b}} durch Linearkombination:

k

d.h.

bzw. symbolisch geschrieben:
b=bT (B.1)
Die Riicktransformation geschieht mittels der inversen Transformationsmatrix:
b=bT"'

Transformation von Vektorkomponenten:

U bleibt stets gleich, auch wenn die Basis verdndert wird, daher

T=bc=0b¢c
= (bT) &
=c=T¢c
d.h.
d=T'¢c (B.2)

Es ist dquivalent, ob man das Koordinatensystem in eine, oder den Vektor in die entge-

gengesetzte Richtung dreht.

Transformation von Matrixdarstellungen A von Operatoren A:

A = (bi | A by)
Ajy = ()| AT (B.3)
= <ZlblTli | ZjAbJTJH



B. Basistransformationen

d.h.
A =T AT (B.4)

Bei einer solchen Basistransformation ist es immer links T, nicht T, wie es filschlicher-
weise z.B. bei McWeeny angegeben ist [2]. Bei unitdren Basistransformationen ist T" =
T, und dann gibt es diesbeziiglich keinen Unterschied. Ahnlichkeitstransformationen bei
abstrakten Gruppenelementen A, B, C sind durch B = C~1AC gegeben. Dies ist nicht — wie
man zunéchst vermuten konnte — die Verallgemeinerung der obigen Transformationsregel.
Beispiel: bei der Lowdin-Orthonormierung ist T' = S —1/2 p+ — §7Y2 man transformiert
damit eine nicht-orthogonale in eine Orthonormalbasis, da 8’ = §7%/28 §71/2 = 1. Dies ist
keine unitéire Transformation, da T™! = 872 £ T+ Trotzdem muB man mit S’ = T*S T

7 kommt durch das Herausziehen des Konjugiert-Komplexen aus dem

arbeiten. Das ,,
Skalarprodukt (B.3). Bei der Erweiterung der Regel fiir die Ahnlichkeitstransformationen
von Gruppenelementen auf Matrixdarstellungen der entsprechenden Symmetrieoperatio-
nen mufl man offensichtlich Orthonormalbasen voraussetzen. Die Riicktransformation von

A’ nach A geschieht durch Multiplizieren von links mit T+ und von rechts mit T ' dh.
A=T" AT

Ebenfalls nur bei unitiren Transformationen ist dies gleich T A'T™.

Zweites Beispiel: Die Transformation von Matrixelementen in einer AO-Basis in die
Basis der MO’s geschieht ebenfalls mit A’ = CTA C, wobei C die Matrix der MO-
Koeffizienten ist. Wie im néchsten Abschnitt erldutert, ist die Transformationsmatrix
T gerade die Spalten-Darstellung der transformierten Basisvektoren in der alten Basis,
also hier eben gerade die Darstellung der MO’s in der AO-Basis. Diese Transformation
ist ebenfalls nicht unitir, vielmehr gilt CtS C = 1, sofern — wie iiblich — bei der
Bestimmung der MO-Koeffizienten die Orthonormalitdt der MO’s als Nebenbedingung

mitgenommen wird.

Konstruktion der Transformationsmatrix:

Wenn man weif}, wie die Basisvektoren bei Transformation ineinander iibergehen, kann
man die Transformationsmatrix leicht konstruieren. Die Darstellung der transformierten
Basisvektoren in der alten, nicht transformierten Basis lautet: l;; = >, ng kj, d.h. die
j-te Spalte der Transformationsmatrix enthélt die Darstellungskoeffizienten von b;- in der

Basis {gz} Nur bei einer orthonormalen Ausgangsbasis kann man von links skalar mit
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B.1. Passive (Basis-) Transformationen

Vektor v

Abbildung B.1: Rotation eines Koordinatensystems bei feststehendem Vektor .

b; multiplizieren und erhélt T = (b; | g;) = (b | Tl_);) T ist hierbei die Transformation,
die einen Basisvektor b in einen neuen Basisvektor &' {iiberfithrt. Allgemein gilt aber:
(b; | 5;) = Zk@ | br) Ty;. Wenn man die alten und die neuen Basisvektoren kennt, kann
man dieses lineare Gleichungssystem fiir die unbekannten Tj; fiir jeden Vektor b 16sen

und auf diese Weise die Transformationsmatrix aufstellen.

Beispiel:

Gegeben seien die Basisvektoren des 2-dimensionalen cartesischen Koordinatensystems

und eine um den Winkel @ = 60° Rotation im mathematisch positiven Sinne. Wir haben

_

—/ — — . — — .
€, = €xcosa+ €, sinaq, €, =€, cosa — € sina, d.h.

VN o cosa —sino
(€, €,) = (€, &) ( )

sina cosa
7_ [ cosa —sina | /2 —4/3/4
sina  cosa 3/4  1/2

Aus dem Bild kénnte man bei geeigneter Bemaflung die Transformationsmatrix ablesen.

Wegen der Orthonormalitét beider Basisséitze ist die Transformation unitér. Der Vektor ¢
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B. Basistransformationen

habe etwa die Komponenten 1.5 und 1.5, bezogen auf die alte Basis. Wir erhalten

(15 (15
U= =T
1.5 ) 1.5 )
alte Basis neue Basis
(12 3/4 15\ [ 20
—/3/4  1)2 1.5 -05 )

g

Qualitativ kann man das auf dem Bild auch ablesen. Wir bemerken noch, dafl sich im Falle
einer orthogonalen, d.h. reellen unitdaren Transformation die Vektorkomponenten, als Zei-
lenvektor geschrieben, ganz genauso wie die Basisvektoren, als Zeilenvektor nebeneinander
aufgereiht geschrieben, transformieren, da

o~ grperyr e T

c'T
Man sagt: ,,Basis und Vektoren transformieren sich kogredient (laut [65] nicht

,,-gradient”) zueinander”.

B.2 Aktive Transformation — Rotation eines Vektors

Zur Bestimmung von Symmetrieeigenschaften von Operatoren und Wellenfunktionen wird
manchmal das Verhalten z.B. der Wellenfunktion bei einer Verschiebung oder Rotation
betrachtet. Bei der aktiven Transformation eines Vektors ¢ im Koordinatensystem interes-
siert man sich fiir die Darstellung des transformierten Vektors ¢’ im nichttransformierten
Basissystem. Die Idee ist folgende: Die Komponenten des Vektors ¢” in einer Basis {E’ }, die
durch Anwendung der aktiven Transformation auf die Basisvektoren erhalten wird, sind
die gleichen wie die von ¥ in {l;} Anders gesprochen: ,,der rotierte Vektor hat im rotierten
Koordinatensystem die gleichen Komponenten wie der originale Vektor in der originalen
Basis”.

-

b

SN

—
v

&

l

S

U iCi

2
2
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B.2. Aktive Transformation — Rotation eines Vektors

Die Transformation der Basis lasse sich hierbei durch (B.1) ausdriicken. Es gilt nun

i k
/
k

Es folgt daher:

/ 2 :
C = T]m’Ci

7

d.h. wenn bei der aktiven Vektortransformation sich die Basisvektoren wie
b=bT

transformieren, so gilt fiir die Darstellung des transformierten Vektors in der alten Basis:
¢=Tc (B.5)

Im Gegensatz zu (B.2) meint ¢’ hier die Komponenten des transformierten Vektors ¢ in
der Basis {b}, wihrend bei (B.2) mit ¢die Komponenten von @ in der transformierten
Basis {5’ } gemeint sind. Bei einer orthogonalen Koordinatentransformation hétte man fiir
die Darstellung von @' als Zeilenvektor gerade ¢7" = é7TT = &7 T~ zu berechnen. Die
Vektorkomponenten wiirden sich in diesem Falle aus der Riicktransformation der Basi-
stransformation ergeben. Man sagt: ,,die Vektoren transformieren sich bei einer aktiven
Rotation kontragredient zur Basis” [65]. Dies ist — wie man hier sieht — eine ungliick-
lich gewihlte Bezeichnung, da man gerade bei der aktiven Transformation nur T (und
evtl. TT, deren Berechnung ist jedoch trivial) benétigt, wihrend man bei der passiven
Transformation — sofern sie nicht orthogonal oder unitér ist — fiir die Vektorkomponen-
ten die Inverse von T berechnen muf. Dies ist bei aktiven Transformationen nur nétig,
sofern man sich auch fiir die Riicktransformation interessiert. Im Gegensatz dazu benétigt
man, je nachdem, ob man Zeilen- oder Spalten-Vektoren oder Basisvektoren transformieren

méochte, T oder T (fiir die Riicktransformation auch T~ oder TTfl).
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Anhang C

Wichtige Formeln der

Darstellungstheorie

Zu Details siehe z.B. die Lehrbiicher von Chisholm [183] oder Hamermesh [11]. Wir wie-
derholen hier ohne Beweis einige wichtige Ergebnisse der Darstellungstheorie endlicher

Gruppen.

1. Jede endliche Gruppe G hat k irreduzible, nichtiquivalente Darstellungen I'()
(,,Irreps” = Symmetrierassen, -species), wobei k die Zahl der Klassen ist (Zahl der
Mengen jeweils zueinander dquivalenter Gruppenelemente entsprechend den Spalten
der Charaktertafel).

2. Es sei g die Ordnung der Gruppe (Zahl samtlicher Gruppenelemente) sowie n,, die

Dimension der irreduziblen Darstellung '™ so gilt:

Rassen
> =g
o
Die Summation lauft iiber die Rassen oder Species entsprechend den Zeilen der Cha-
raktertafel.

3. Jede Darstellung einer finiten Gruppe kann durch unitare Matrizen realisiert werden

4. Sei Fg‘ )(R) das Matrix-Element ij der Darstellungsmatrix des Gruppenelementes R
der pi—ten irreduziblen Darstellung '™ so gilt:

m

Jm n
R
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C. Wichtige Formeln der Darstellungstheorie

5. Sei x")(R) der Charakter des Gruppenelementes R innerhalb der irreduziblen Dar-
stellung '™ die Spur der Darstellungsmatrix F(“)(R), so gilt

S XI(R) A (R) =g 6,
R

Hierbei ist iiber alle Elemente der einzelnen Klassen zu summieren. Lauft die Summe
nur iiber die Elementklassen, so mufl jeder Summand mit g;, der Zahl der Gruppen-
elemente pro Klasse, multipliziert werden.

Die Zeilen einer Charaktertafel konnen also als orthogonale Zeilenvektoren mit dem

Betragsquadrat g aufgefaf3t werden.

Eine duBerst praktische Formel ergibt sich aus folgender Uberlegung:

6. Ist I' eine reduzible Darstellung einer Gruppe G, so kann sie als eine Direkte Summe
irreduzibler Darstellungen angesehen werden (ggf. nach Transformation auf Block-

diagonalform):

5

I'(R)=> a,I")(R)

v

wobei die Direkte Summe @ folgendermafien zu verstehen ist:

A@B:(A 0)
0 B

Gehort das Gruppenelement R zur i-ten Klasse, so gilt

Xi = Z al/Xz(V) )

v

was wegen der Invarianz der Spur unter unitdren Transformationen auch fiir eine

beliebige, nicht-blockdiagonale Darstellung gilt. Nun bilden wir die Summe iiber alle

Klassen:
Klassen Irreps Klassen
Z XEM) Xigi = Z ay Z gz‘XEM) XEV)
Irreps
= Z Ay - g - 5/w
oy au . g



C. Wichtige Formeln der Darstellungstheorie

Dies ist die sogenannte ,,magische Formel der Darstellungstheorie”:

Die irreduzible Darstellung p ist in der reduziblen Darstellung

1 Klassen
a, = g Z ngz(H) Xi (02)
mal enthalten.

7. Gegeben sei eine Gruppe G (Ordnung ¢) mit den Subgruppen H (Ordnung h) und
K (Ordnung k), wobei G Direktes Produkt von H und K ist:

G=H®K

Das Direkte oder Kronecker-Produkt ® zweier Matrizen A und B ist definiert als:

All'B AIQ'B

(a) k sei gleich 2. Daher muB K zwei irreduzible Darstellungen, AM und A®),

aufweisen.

(b) T'® sei eine irreduzible Darstellung von H

Es folgt: Die Irreps von G sind
mit den Charakteren

Beispiel: Die Symmetriegruppe Cy, = Cy ® C;

Ist die Gruppe G die Menge der Symmetrieoperationen eines Objekts, so sind die
Gruppenelemente als Operatoren aufzufassen, daher die Schreibweise R. Basisgroflen des
Objekts, z.B. geometrische Punkte, Basisfunktionen etc. induzieren eine i.A. reduzible

Darstellung von G in dieser Basis. Durch ,,Ausreduzieren” mit (C.2) kann man die grofie
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C. Wichtige Formeln der Darstellungstheorie

Menge an Information, die in den Charaktertafeln enthalten ist, nutzen.

Der Symmetrieprojektor

Sei {f;} ein beliebiger, vollstindiger Satz von Basisfunktionen fiir ein symmetrisches
Problem. Die f; sind eine Basis fiir eine (reduzible) Darstellung I' der Symmetriegruppe
G. In einer Basis symmetrieadaptierter Basisfunktionen {¢;} bekdme man gleich die
gewiinschte Blockdiagonalgestalt der Darstellungsmatrizen von I'; so dal die Konstrukti-
on symmetrieadaptierter Basisfunktionen ein wichtiges Verfahren in der Quantenchemie
darstellt.

Eine beliebige Funktion 1 kann in der einen oder anderen Basis dargestellt werden:

=Y cfi
7
Irreps n,

= Z Zaui¢z@)

Anwendung der Symmetrieoperation R (z.B. in Gestalt der Darstellungsmatrix in der Basis

{fi}) liefert:
Ro= 33 Ro”
wobei
P 8! v) Z o y)r(u

Wir multiplizieren nun von links mit ') und summieren iiber alle R:

men ) Rf =YY ST o

R ik=1 v
v oik=1 M

9 (w
__¢7(n)

um

Man definiert daher einen Satz von Projektionsoperatoren

ny
pi = & kaz ) R (C.4)
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C. Wichtige Formeln der Darstellungstheorie

deren Anwendung auf eine nichtsymmetrische Funktion die symmetrieadaptierten Basis-

funktionen produziert:
Ay v =

In etwas undefinierter Weise bekommt man Linearkombinationen der symmetrieadaptier-
ten Basisfunktionen, wenn man statt der Elemente der Darstellungsmatrizen ihre Charak-

tere verwendet (durch Summation iiber die Diagonalelemente ﬁkf;:))

~ ~ (1 n * A
pw — Z P,ﬁg) e ZX(N) (R)- R (C.5)
k g R
mit
P g = ¢

Die Charaktere sind erheblich leichter zu bestimmen und in den Charaktertafeln tabelliert.
Ein Satz mit (C.5) erzeugter symmetrieadaptierter Funktionen ist i.d.R. ein Satz von Li-
nearkombinationen von mit (C.4) erzeugten Basisfunktionen und i.A. nicht orthonormiert,
kann aber selbstverstindlich nachtriaglich orthonormiert werden. Falls man unitédre Dar-
stellungsmatrizen der irreduziblen Darstellungen von G kennt, sind symmetrieadaptierte,
orthogonalisierte Basisfunktionen in definierter Weise erzeugbar, wie dies z.B. im ADF zur

Generierung der sog. Lowdin-Basis geschieht (s. Abschnitt 1.5.7).
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Interpretationsschemata fiir QM Erwartungswerte

Ein Storparameter

Einfache Stérungstheorie 1. Ordnung
oM = (WO AW |y ) (SchemaAl)

Beispiele: nichtrelativistische HeFe-Kraft, relativistische Energieinderung

Erwartungswert 1. Ordnung

1
a® — i [&(1)<,0(0)> + 4O <,0(1)>} (Schema B1)

Beispiele: nichtrelativistischer Energiegradient, relativistischer Energieerwartungswert bis

zur 1. Ordnung

Zwei Storparameter

Doppelte Storungstheorie gemischt 1. Ordnung

(WOD|ACO GO0y (g0 JA0 GOy (Schema Alla)

(WO AOD | GO0y 4 (GO0 JOU G0y (Schema Al1b)

Beispiele: relativistische Kraft-Anderung, (Schema Alla): Ableitung der relativistischen
Energiesinderung Schema (A1) nach R, Schema (A11b): relativistische Anderung der HeFe-
Kraft

Erwartungswert gemischt 1. Ordnung

1
) — < [&(1,1)<p(0,0)> + q10 <p(0’1)) + a(0,1)<p(1,0)> + ¢09 (p“’”}] (Schema B11)

Beispiel: Relativistische Kraft-Anderung 1. Ordnung im Erwartungswert-Schema
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